
МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА 63

Механiка

УДК 534.24
DOI: 10.31471/2304-7399-2023-18(68)-63-84

ПРО ОСОБЛИВОСТI РОБОТИ СКIНЧЕННОЇ АКУСТИЧНОЇ
АНТЕНИ IЗ ЦИЛIНДРИЧНИХ ВОДОЗАПОВНЕНИХ

ПЕРЕТВОРЮВАЧIВ

В.Г. Басовський
Iнститут гiдромеханiки НАН України;

03057, м. Київ, вул. Марiї Капнiст 8/4, Україна;

e-mail: basovsky@ukr.net

Розглянуто задачу про випромiнювання звуку скiнченною антенною
решiткою з водозповненених цилiндричних перетворювачiв з фланцями.
Розглянуто два варiанти антенної решiтки: однакова електрична на-
пруга подається на електроди всiх перетворювачiв i рiзна напруга для
вирiвнювання коливальних швидкостей останнiх. Проаналiзовано числовi
данi для основних електричних, механiчних та акустичних характери-
стик антенної решiтки з урахуванням акустичної взаємодiї перетворю-
вачiв.

Ключовi слова: перетворювач, антенна решiтка, акустична взає-
модiя.

Вступ
Пiдводнi електроакустичнi перетворювачi для вiйськово-морських i

цивiльних застосувань повиннi працювати на рiзних глибинах, вiд кiль-
кох метрiв до повної глибини океану. На великих глибинах перетворюва-
чi працюють пiд дуже високим гiдростатичним тиском, що може iстотно
впливати на акустичнi характеристики, а також структурну та водоне-
проникну цiлiснiсть останнiх. Загальноприйнятним пiдходом у минуло-
му було використання матерiалiв, якi можуть витримувати великий гi-
дростатичний тиск. Але це призводить до додаткових складнощiв у кон-
струкцiї. Одним iз рiшень проблеми глибокого занурення гiдроакусти-
чних перетворювачiв є цилiндричний перетворювач вiльного затоплення,
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в якому гiдростатичний тиск однаковий iз внутрiшньої та зовнiшньої сто-
рони. Основою такого перетворювача переважно є радiально поляризова-
не п’єзокерамiчне кiльце. З цим перетворювачем пов’язанi два основних
режими коливань: радiальний резонанс оболонки та резонанс порожнини
стовпа води. В роботi [1] вперше детально експериментально й теорети-
чно дослiджено резонанс порожнини вiдкритих радiально поляризованих
кiлець.

Цилiндричний водозаповнений перетворювач є спрямованим джере-
лом звуку навiть iз розмiром меншим за довжину акустичної хвилi. Пе-
ретворювач можна зробити бiльш спрямованим, якщо розмiстити кiлька
таких перетворювачiв уздовж осi, сформувавши антенну решiтку. Вiдо-
мо, що в таких багатоелементних антенних решiтках взаємодiя через по-
ле мiж окремими перетворювачами може бути головним фактором, що
визначає параметри та характер хвильового поля. Так у багатоелемен-
тних антенних решiтках рiвнi акустичної енергiї, якi випромiнюють еле-
ктроакустичнi перетворювачi (навiть при однаковiй електричнiй напрузi,
що пiдводиться до них), можуть iстотно вiдрiзнятися один вiд одного. А
в деяких несприятливих випадках окремi перетворювачi можуть навiть
поглинати енергiю iз поля [2–9], що може бути причиною їх руйнування.

Тому строга постановка задачi про випромiнювання звуку антен-
ною решiткою iз цилiндричних п’єзокерамiчних перетворювачiв повин-
на виходити з того факту, що реальнi її характеристики визначаються
фiзичними властивостями перетворювачiв, взаємним їх розташуванням,
способом пiдводу енергiї та iн. I можуть бути визначенi тiльки пiсля
розв’язання «наскрiзної» задачi [6, 7, 9]. Така «наскрiзна» задача для ан-
тенної решiтки передбачає заданими електричнi напруги на електродах
перетворювачiв, а шуканими тиск i коливальну швидкiсть в акустичному
середовищi, а також нормальнi коливальнi швидкостi на поверхнях пере-
творювачiв. Розв’язання «наскрiзної» задачi дозволяє ефективно вибира-
ти системи генераторiв для створення потрiбного розподiлу коливальних
швидкостей на поверхнях цилiндричних п’єзокерамiчних перетворюва-
чiв.

Метою цiєї статтi є постановка та розв’язання «наскрiзної» зада-
чi про випромiнювання звуку шестиелементною антенною решiткою iз
вiдкритих цилiндричних п’єзокерамiчних перетворювачiв з фланцями.

1. Антенна решiтка iз цилiндричних п’єзокерамiчних перетво-
рювачiв та основнi припущення

Для подолання ряду труднощiв пiд час постановки та розв’язання
«наскрiзної» задачi про випромiнювання звуку антеною решiткою з вiд-
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критих п’єзокерамiчних цилiндричних перетворювачiв необхiдно прийня-
ти деякi гiпотези та припущення, пов’язанi з особливостями конструкцiї
як перетворювача, так i антеної решiтки. Цi гiпотези та припущення до-
зволять побудувати ефективний розв’язок «наскрiзної» задачi та дiстати
достовiрнi оцiнки параметрiв реальної конструкцiї антенної решiтки на
її електричнiй, механiчнiй та акустичнiй сторонах.

Розглянемо антенну решiтку iз шести спiввiсних iдентичних цилiн-
дричних перетворювачiв. Перетворювачi в решiтцi розташованi впри-
тул без зазорiв та жорстко скрiпленi мiж собою торцевими фланцями
за допомогою болтiв. Загальний вигляд антенної решiтки показаний на
рис. 1, а. Тут D f l — зовнiшнiй дiаметр фланцiв; D1 — зовнiшнiй дiаметр
робочої повернi перетворювачiв; hb=h+2d — висота перетворювача ра-
зом iз фланцями, де h — висота цилiндричної робочої поверхнi перетво-
рювача й d — товщина фланця. Кожен iз шести перетворювачiв являє со-
бою водозаповнену конструкцiю цилiндричного перетворювача, що скла-
дається з двох секцiйованих п’єзокерамiчних кiлець. Кiльця склеєнi мiж
собою торцями через склотекстолiтову прокладку та герметизованi ком-
паундом i тонкостiнними титановими оболонками.
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Рис. 1. Загальний вигляд антенної решiтки (а) i осьовий перерiз та
систем координат для модельної решiтки (б)

Активними елементами цилiндричних перетворювачiв є iдентичнi
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п’єзокерамiчнi секцiйованi кiльця, якi досить тонкi (вiдношення товщи-
ни стiнки до середнього радiусу ≈ 0.095) i низькi (вiдношення висоти
до середнього радiусу ≈ 0.315). Конструктивно кiльця осесиметричнi та
на електроди всiх активних призм подається однакова електрична напру-
га. Зазначенi особливостi дають пiдставу припустити, що радiальнi коли-
вальнi швидкостi зовнiшньої та внутрiшньої поверхонь п’єзокерамiчного
кiльця не залежать вiд осьової та окружної координат i мало вiдрiзняю-
ться один вiд одного, причому цiєю вiдмiннiстю можна знехтувати. Во-
дночас, факт малої висоти п’єзокерамiчного кiльця щодо його дiаметра
дозволяє прийняти гiпотезу про слабку зв’язанiсть радiальних i осьових
коливань кiльця.

Заливання компаундом системи з двох п’єзокерамiчних кiлець i по-
дальша їх герметизацiя внутрiшнiми та зовнiшнiми титановими оболон-
ками робить таку систему кiлець монолiтом. Тому можна вважати, що
при однаковiй електричнiй напрузi, що подається на електроди п’єзоке-
рамiчних кiлець окремого взятого перетворювача, коливальнi швидкостi
останнiх рiвнi незалежно вiд зовнiшнього акустичного навантаження. За-
звичай елементи армування та герметизацiї перетворювача утворюють
єдину коливальну систему з активними елементами перетворювача, що
досягається вiдповiдним механiчним сполученням [10, 11].

Зi сказаного вище випливає, що прийнятi нами гiпотези про роз-
подiл коливальної швидкостi на поверхнi п’єзокерамiчних кiлець можна
вважати справедливими i для всього перетворювача, а саме: радiальнi ко-
ливальнi швидкостi внутрiшньої та зовнiшньої робочих поверхонь пере-
творювача не залежать вiд осьової та окружної координат i рiвнi мiж со-
бою. Причому радiальнi змiщення робочої поверхнi перетворювача рiвнi
радiальним змiщенням точок п’єзокерамiчних кiлець.

Конструктивно антенна решiтка складається з активних елементiв
(робочих цилiндричних поверхонь перетворювачiв) та пасивних елемен-
тiв крiплення (стiйок та фланцiв тощо). Оскiльки дiаметр стiйок наба-
гато менший нiж довжина випромiнюваної решiткою акустичної хвилi
(поблизу основного резонансу перетворювачiв вiдношення дiаметра стi-
йок до довжини хвилi становить приблизно 0.03), то їхнiм впливом на
акустичне поле решiтки можна знехтувати. Що стосується фланцiв, то
сьогоднi у вiдомiй нам лiтературi немає яких-небудь робiт присвячених
кiлькiсним оцiнкам впливу таких конструктивних елементiв на акустичнi
властивостi вiдкритих цилiндричних перетворювачiв. Це пояснюється,
насамперед, серйозними математичними труднощами пiд час постановки
вiдповiдної крайової задачi. Тому, враховуючи конструктивну жорсткiсть
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фланцiв, у цьому дослiдженнi фланцi моделюються акустично жорстки-
ми цилiндричними вставками мiж робочими цилiндричними поверхнями
перетворювачiв. Приймемо, що внутрiшнiй i зовнiшнiй дiаметр цих вста-
вок вiдповiдно дорiвнюють внутрiшньому i зовнiшньому дiаметру робо-
чої цилiндричної поверхнi перетворювачiв, а висота дорiвнює товщинi
фланця.

Поблизу основного резонансу цилiндричних п’єзокерамiчних пере-
творювачiв вiдношення товщини стiнки їхньої робочої поверхнi до дов-
жини акустичної хвилi, що випромiнюється решiткою, становить при-
близно 0.05. Тому можна знехтувати товщиною стiнок як робочих ци-
лiндричних поверхонь перетворювачiв, так i акустично жорстких цилiн-
дричних вставок, що моделюють фланцi, i прийняти, що радiус такої
спiввiсної решiтки дорiвнює середньому радiусу робочої цилiндричної
поверхнi перетворювачiв. Схематично геометрiя такої модельної антен-
ної решiтки показана на рис. 1, б

2. Розв’язання задачi випромiнювання

Як було показано в попередньому роздiлi, реальну решiтку з вiдкри-
тих п’єзокерамiчних цилiндричних перетворювачiв можна моделювати
спiввiсним набором з активних i пасивних цилiндричних елементiв радi-
усом a = D2 +(D1 −D2)/4 i вiдповiдними висотами (див. рис. 1, б). Тут
D1 i D2 — вiдповiдно дiаметри зовнiшньої та внутрiшньої цилiндричних
робочих поверхонь перетворювачiв. Вважаємо, що мiж цилiндричними
елементами решiтки щiлин немає.

Нехай антенна решiтка з 6 однакових активних цилiндричних еле-
ментiв занурена в iдеальну стисливу рiдину з хвильовим опором ρ0c0.
Решiтка в цилiндричнiй системi координат (r,ϕ,z) описується спiввiдно-
шеннями r=a, 0⩽ϕ ⩽ 2π , |z|⩽HΣ/2 (рис. 1, б). Тут HΣ =6h+12d. Тов-
щиною стiнок цилiндричних елементiв антенної решiтки нехтуємо i вва-
жаємо що гармонiчнi коливання активних цилiндричних елементiв з ку-
товою частотою ω є осесиметричнi та радiальнi. Водночас точки вну-
трiшньої i зовнiшньої стiнок активних елементiв, що лежать на одному
радiусi, коливаються синфазно з однаковими радiальними швидкостями.

Акустичний потенцiал Φ(r,z) (тут i далi множник exp(−iωt) про-
пускаємо) осесиметричного звукового поля антенної решiтки повинен
задовольняти рiвняння Гельмгольця

∆Φ+ k2
Φ = 0, (1)
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граничнi умови

−∂Φ

∂ r

∣∣∣∣
S1

= −∂Φ

∂ r

∣∣∣∣
S2

=
6

∑
l=1

Vl

{
H
(

z0 −al

a

)
−H

(
z0 −bl

a

)}
,

|z0|< HΣ/2, (2)

а також умову випромiнювання на нескiнченностi та умову скiнченностi
акустичної енергiї в околi кiнцiв антенної решiтки. Для запису грани-
чних умов (2) прийнятi такi позначення: S1 i S2 — вiдповiдно внутрiшня
та зовнiшня поверхнi антенної решiтки; al, bl — осьовi координати кiн-
цiв активних цилiндричних елементiв; символ H(x) позначає одиничну
функцiю Гейвiсайда [12].

Для розв’язання поставленої крайової задачi скористаємося мето-
дом часткових областей [13], подiляючи акустичне поле на двi пiдобла-
стi: I — r<a, |z|<∞ i II — r>a, |z|<∞. Потенцiали коливальної швидкостi
в пiдобластях I та II зобразимо у виглядi iнтеграла Фур’є

Φ1(r,z) =
∞∫

−∞

A(α)J0(qr)exp(iαz)dα, (3)

Φ2(r,z) =
∞∫

−∞

B(α)H(1)
0 (qr)exp(iαz)dα. (4)

Тут q=
√

k2−α2 для k⩾|α| i q=i
√

α2−k2 для k<|α|; k=ω/c0 — хвильове
число; J0 и H(1)

0 — вiдповiдно функцiї Беселя i Ганкеля першого роду
порядку 0; A(α) i B(α) — невiдомi щiльностi iнтегралiв Фур’є.

Зображення (3) i (4) дозволяють задовольнити рiвняння Гельмголь-
ця (1) в кожнiй iз часткових пiдобластей та умову випромiнювання на
нескiнченностi. Для визначення невiдомих щiльностей A(α) i B(α) не-
обхiдно використовувати умови неперервностi звукового поля на межi
часткових пiдобластей (r=a, |z|>HΣ/2) для тиску (Φ1(a,z)=Φ2(a,z)) i
нормальної складової коливальної швидкостi (∂Φ1/∂ r= ∂Φ2/∂ r), а та-
кож граничну умову (2). Умова неперервностi для швидкостi з урахува-
нням рiвностi радiальних складових коливальних швидкостей на внутрi-
шнiй та зовнiшнiй стiнках антенної решiтки через властивостi iнтегралiв
Фур’є дає зв’язок мiж шуканими щiльностями:

B(α) = A(α)J′0(qa)/H(1)′
0 (qa). (5)
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Тут i далi штрих бiля функцiї означає диференцiювання за повним аргу-
ментом.

Враховуючи спiввiдношення (3) – (5), а також вроскiан для функцiй
J0(qa) i H(1)

0 (qa) [12], умову неперервностi для тиску на межi часткових
пiдобластей запишемо так:

−2i
π

∞∫
−∞

A0(α)
exp(iαz)

qaH(1)′
0 (qa)

dα =

 0, |z|> HΣ/2,

∆Φ(z), |z|⩽ HΣ/2.
(6)

Тут на вiдрiзку |z|⩽ HΣ/2 визначена нова невiдома функцiя ∆Φ(z) =
Φ2(a,z)−Φ1(a,z), яка по сутi є стрибком потенцiалу швидкостi на зовнi-
шнiй та внутрiшнiй стiнках антенної решiтки. Очевидно, що ця функцiя
внаслiдок неперервностi тиску на кiнцях антенної решiтки повинна за-
довольняти умови:

∆Φ(−HΣ/2) = ∆Φ(HΣ/2) = 0. (7)

Застосовуючи тепер до обох частин рiвностi (6) обернене перетворення
Фур’є, дiстанемо зв’язок мiж щiльнiстю A(α) i функцiєю ∆Φ(z):

A(α) =
iqaH(1)′

0 (qa)
4

HΣ/2∫
−HΣ/2

∆Φ(z)exp(−iαz)dz.

Останнiй вираз за допомогою формули iнтегрування частинами та умов
(7) можна переписати у виглядi:

A(α) =
qaH(1)′

0 (qa)
4α

HΣ/2∫
−HΣ/2

∆Φ
′(z)exp(−iαz)dz, (8)

з умовою, що

HΣ/2∫
−HΣ/2

∆Φ
′(z)dz = 0, (9)

яка безпосередньо випливає iз (7).
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Шукану функцiю ∆Φ(z) знайдемо, задовольняючи граничнi умови
задачi. Користуючись зображеннями (3) i (8), граничну умову (2) на вну-
трiшнiй стiнцi антенної решiтки можна записати так:

HΣ/2∫
−HΣ/2

∆Φ
′(z)K(z0,z)dz =

6

∑
l=1

Vl

{
H
(

z0 −al

a

)
−H

(
z0 −bl

a

)}
,

|z0|< HΣ/2, (10)

де

K(z0,z) =−1
4

∞∫
−∞

q2a
α

J′0(qa)H(1)′
0 (qa)exp{iα(z0 − z)}dα; (11)

Враховуючи асимптотику

q2a
α

J′0(qa)H(1)′
0 (qa) =

isign(α)

π
+O

(
1

α2

)
для |α| ≫ 1

i значення такого нерегулярного iнтеграла у просторi узагальнених фун-
кцiй [14]

∞∫
−∞

sign(α)exp{iα(z0 − z)}dz =
2i

z0 − z
,

видiлимо регулярну та нерегулярну частини в ядрi (11) i запишемо рiв-
няння (10) у такому виглядi:

1
2π

P.V.

HΣ/2∫
−HΣ/2

∆Φ′(z)
z0 − z

dz+

HΣ/2∫
−HΣ/2

∆Φ
′(z)Kreg(z0,z)dz =

=
6

∑
l=1

Vl

{
H
(

z0 −al

a

)
−H

(
z0 −bl

a

)}
, |z0|< HΣ/2, (12)

де регулярне ядро має вигляд

Kreg(z0,z) =− i
2

∞∫
0

{
q2a
α

J′0(qa)H(1)′
0 (qa)− i

π

}
sinα(z0 − z)dα.
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Запис P.V. у рiвняннi (12) означає, що iнтеграл розумiється у сенсi голов-
ного значення за Кошi [15].

Отже, вихiдна крайова задача зведено до розв’язання сингулярного
iнтегрального рiвняння першого роду щодо невiдомої функцiї ∆Φ′(z).

Щоб задовольнити умову скiнченностi енергiї в околi кiнцiв антен-
ної решiтки, розв’язок рiвняння (12) треба шукати в класi функцiй [13]:

∆Φ
′(z) =V0aγ(z)/

√
(HΣ/2)2 − z2, (13)

де безрозмiрна функцiя γ(z) задовольняє умову Гельдера [15] на вiдрiз-
ку −HΣ/2⩽ z⩽HΣ/2; V0 — розмiрний множник. Вiдповiдно до загальної
теорiї сингулярних iнтегральних рiвнянь [15] такий розв’язок має iн-
декс одиницю та для його єдиного видiлення необхiдно мати ще одну
додаткову умову для функцiї ∆Φ′(z). У нашому разi, як таку додаткову
умову, можна взяти (9). Тому у кiнцевому пiдсумку необхiдно розв’язати
iнтегральне сингулярне рiвняння (12) щодо невiдомої функцiї ∆Φ′(z) з
додатковою умовою (9).

Отже, у рамках прийнятих припущень, побудовано строгий розв’язок
задачi про випромiнювання звуку антенною решiткою iз цилiндричних
активних i пасивних елементiв. Розв’язок аналiтично задовольняє рiвня-
ння Гельмгольця, умову випромiнювання на нескiнченностi, умову скiн-
ченностi енергiї в околi кiнцiв антенної решiтки, а також умови спряжен-
ня звукового поля на межi часткових областей. Розв’язок також задоволь-
няє i граничнi умови на поверхнi антенної решiтки, але реалiзацiю цього
можна забезпечити з необхiдною точнiстю тiльки числовими методами.

3. Рiвняння електромеханiчного перетворення цилiндричного
випромiнювача в акустичному середовищi

Для аналiзу та розрахунку параметрiв цилiндричного п’єзокерамiчного
перетворювача, який взагалi є системою з розподiленими параметрами,
замiнимо його еквiвалентним в енергетичному сенсi простим осцилято-
ром [16]. Такий пiдхiд, завдяки припущенням що прийнятi вище, дозво-
ляє дуже зручно оцiнити ефективнiсть електромеханiчного перетворення
цилiндричного п’єзокерамiчного перетворювача.

Для знаходження еквiвалентних значень розподiлених параметрiв
перетворювача (у разi його радiальних коливаннях, якi не залежать вiд
осьових), скористаємося методом енергетичних еквiвалентiв. Енергети-
чний стан механiчної сторони перетворювача насамперед визначає фун-
кцiя розподiлу коливань у його об’ємi. Як було зазначено вище, можна
вважати, що всi точки об’єму цилiндричного перетворювача коливаються
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з радiальними однаковими швидкостями. Прирiвнюючи в цьому разi ви-
рази для кiнетичних енергiй цилiндричного перетворювача i простого
осцилятора масою meq, що коливається зi швидкiстю рiвною радiальнiй
швидкостi перетворювача, знаходимо потрiбну величину

meq = m, (14)

де m — маса цилiндричного перетворювача без фланцiв, стiйок та аку-
стичних розв’язок.

Еквiвалентна гнучкiсть Ceq цилiндричного п’єзокерамiчного пере-
творювача в нашому разi визначається не тiльки потенцiйною енергiєю
деформацiї його активних елементiв (п’єзокерамiчних кiлець), але й та-
кими пасивними елементами його конструкцiї як армування, крiплення,
герметизацiя та iн. [11]. Обчислення потенцiйної енергiї такого перетво-
рювача з урахуванням усiх елементiв його конструкцiї є дуже складною
задачею. Тому еквiвалентну гнучкiсть цилiндричного перетворювача ви-
значимо, використовуючи значення резонансної частоти у вакуумi. Цю
частоту можна встановити з експериментальної частотної характеристи-
ки перетворювача у вакуумi. Нехай резонансна частота перетворювача
у вакуумi дорiвнює f0 i збiгається з частотою еквiвалентного простого
осцилятора, тодi

Ceq =
1

(2π f0)2meq
=

1
ω2

0 meq
, (15)

де ω0 — кутова частота.
З експериментальної частотної характеристики перетворювача у ва-

куумi можна визначити добротнiсть механiчних коливань Qm. Тодi зна-
чення опору механiчних втрат зручно оцiнювати за такою формулою:

Rm =
ω0meq

Qm
. (16)

Використовуючи (14) – (16), запишемо тепер рiвняння руху простого
осцилятора, яке еквiвалентне в енергетичному сенсi вимушеним радiаль-
ним коливанням l-го цилiндричного перетворювача в антеннiй решiтцi.
З урахуванням сил, що дiють на цилiндричний перетворювач в акусти-
чному середовищi пiд час його роботи у складi антенної решiтки, це
рiвняння можна записати в такому виглядi [17]:

meq
d2ũl

dt2 +Rm
dũl

dt
+

1
Ceq

ũl = NtrŨl −∆F̃l, (17)

де Ntr — коефiцiєнт електромеханiчної трансформацiї перетворювача (вiд-
ношення сили, що збуджує механiчнi коливання до електричної напруги);
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Ũl — електрична напруга, що пiдводиться до електродiв l-го перетворю-
вача; ∆F̃l — рiзниця сил, що дiють на зовнiшню i внутрiшню цилiндричнi
поверхнi l-го перетворювача з боку акустичного поля; ũl — радiальнi змi-
щення точок серединної поверхнi l-го перетворювача.

Нехай до електродiв перетворювачiв пiдведено гармонiйну електри-
чну напругу Ũl =Ul exp(−iωt). Тодi рiвняння (17) неважко звести до ви-
гляду:

VlZm +∆Fl = NtrUl, (18)

де Vl = −iωul, Zm = Rm − iωmeq +
1

−iωCeq
. Тут Vl , ul , ∆Fl — амплiтуди

вiдповiдних величин зi знаком тильда в рiвняннi (17); Zm — механiчний
iмпеданс аналiзованих цилiндричних перетворювачiв.

4. Постановка та розв’язання «наскрiзної» задачi для антенної
решiтки з цилiндричних п’єзокерамiчних перетворювачiв

Нехай на електроди всiх перетворювачiв, що утворюють антенну
решiтку, подається однакова електрична напруга U0 exp(−iωt). Викори-
стовуючи рiвняння (9), (12) та (18), математичне формулювання «наскрi-
зної» задачi для такого варiанту антенної решiтки має вигляд:

1
2π

V.P.

HΣ/2∫
−HΣ/2

∆Φ′(z)
z0 − z

dz+

H/2∫
−H/2

∆Φ
′(z)Kreg(z0,z)dz =

=
6

∑
l=1

Vl

{
H
(

z0 −al

a

)
−H

(
z0 −bl

a

)}
, |z0|< HΣ/2,

HΣ/2∫
−HΣ/2

∆Φ
′(z)dz = 0,

VlZm +∆Fl = NtrU0, l = 1,2, . . . ,6.

(19)

Функцiя ∆Φ′(z) i радiальнi коливальнi швидкостi цилiндричних перетво-
рювачiв є шуканими величинами системи функцiональних рiвнянь (19).

Опишемо тепер числовий метод знаходження розв’язку системи (19).
Особливiстю запропонованого пiдходу i те, що функцiї ∆Φ′(z) зображає-
ться як (13), що дозволяє не тiльки видiлити єдиний фiзично правильний
розв’язок, але й побудувати ефективний числовий алгоритм розв’язання
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системи (19). Для iнших пiдходiв розв’язання таких задач [13] це дося-
гається шляхом полiпшення збiжностi в околi кутових точок геометрiї
задачi вiдповiдних повiльно збiжних рядiв або невласних iнтегралiв.

Для дискретизацiя iнтегральних рiвнянь у системi (19) замiнимо
iнтеграли в цих рiвняннях квадратурними формулами iнтерполяцiйно-
го типу для функцiй iз порядком особливостi 1/2 на кiнцях iнтервалу
iнтегрування. Сингулярний iнтеграл замiнимо квадратурною формулою
[18] з ваговими коефiцiєнтами π/N, внутрiшнiми z j =(HΣ/2)τ j i зовнi-
шнiми z0p=(HΣ/2)τ0p вузлами, де τ j=cos{π(2 j−1)/2N} ( j=1,2, . . . ,N)
i τ0p=cos{π p/N} (p=1,2, . . . ,N −1) — вiдповiдно коренi полiномiв Че-
бишева першого i другого роду степенi N. Регулярнi iнтеграли замiнимо
N-точковою квадратурною формулою типу Гауса [12] з ваговими коефi-
цiєнтами π/N та вузлами z j, якi визначенi вище.

Силу реакцiї середовища на коливання l-го цилiндричного перетво-
рювача в антеннiй решiтцi можна знайти через стрибок потенцiалу швид-
костi на його стiнках:

∆Fl =

2π∫
0

bl∫
al

∆p(z)dzadϕ =−2πaρ0ωi

bl∫
al

∆Φ(z)dz.

Використовуючи (7), (13) та iнтерполяцiйний многочлен за полiномами
Чебишева першого роду [19] для функцiї γ(z) вiдносно її значень у ву-
злах z j, маємо

∆Fl =−ρ0c0SV0
ikaHΣ

2N0h

N

∑
j=1

γ j

N−1

∑
n=1

Tn(τ j)

n

{
gn(bl)−gn(al)

}
,

де gn(z) =


sin[2arccos(2z/HΣ)]

2
− arccos(2z/HΣ), n = 1,

sin[(n+1)arccos(2z/HΣ)]

n+1
− sin[(n−1)arccos(2z/HΣ)]

n−1
, n > 1;

γ j = γ(z j); S=2πah — площа бiчної поверхнi цилiндричного перетворю-
вача, обчислена по серединному радiусу.

Тепер можемо записати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, що
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апроксимує систему функцiональних рiвнянь (19):

π

N

N

∑
j=1

γ j

{
1

2π(z̄0p − z̄ j
)+Kp j

}
=

=
6

∑
l=1

V̄l

{
H
(

z̄0p −
al

a

)
−H

(
z̄0p −

bl

a

)}
, p = 1,2, . . . ,N −1,

N

∑
j=1

γ j = 0,

V̄lZ̄m − ikaHΣ

2Nh

N

∑
j=1

γ j

N−1

∑
n=1

Tn(τ j)

n

{
gn(bl)−gn(al)

}
= 1, l = 1,2, . . . ,6.

(20)

Тут прийнятi такi позначення z̄ j = z j/a, z̄0p = z0p/a, Kp j = aKreg(z̄0p, z̄ j),
V̄l =Vl/V0, Z̄m=Zm/ρ0c0S, V̄l =Vl/V0, V0=NtrU0/ρ0c0S.

Отже, система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (20) вiдносно невiдо-
мих γ j ( j=1,2, . . . ,N) i V̄l (l=1,2, . . . ,6) є вихiдною для кiлькiсних даних,
коли на електроди всiх цилiндричних перетворювачiв антенної решiтки
подається однакова електрична напруга.

Нехай на електроди цилiндричних перетворювачiв, що утворюють
антенну решiтку, подається рiзна електрична напруга Ul exp(−iωt) (l =
1,2, . . . ,6) для вирiвнювання радiальних коливальних швидкостей пе-
ретворювачiв. Таким способом можна пiдвищити енергетичну ефектив-
нiсть антенної решiтки i, водночас, не допустити перевищення гранично
допустимого значення коливальних швидкостей перетворювачiв.

Постановка в цьому разi «наскрiзної» задачi на перший погляд не
має принципових труднощiв. Для цього достатньо систему функцiональ-
них рiвнянь (19) дещо видозмiнити, а саме: ранiше невiдомi V1,V2, . . . ,V6
замiнити на вiдомi рiвнi мiж собою величини, а замiсть них шуканими
вважати U1,U2, . . . ,U6. Однак треба пiдкреслити, що знайденi так еле-
ктричнi напруги можуть мати пiдвищенi значення та певнi частотнi зале-
жностi, якi не завжди можна реалiзувати генератором електричної напру-
ги. Тому нижче ми запропонуємо iнший спосiб вирiвнювання коливаль-
них швидкостей цилiндричних перетворювачiв в антеннiй решiтцi, який
дозволить дiстати бiльш гладкi частотнi залежностi електричної напруги.

Нехай для вирiвнювання коливальних швидкостей всiх перетворю-
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вачiв в антеннiй решiтцi на електроди одного з них (наприклад централь-
ного l = 3) подається вiдома електрична напруга U0 exp(−iωt) з амплiту-
дою, яка не залежить вiд частоти, а на електроди iнших перетворювачiв
(l = 1,2,4,5,6) подається невiдома електрична напруга Ul exp(−iωt), де
Ul є функцiя частоти. У цьому разi систему функцiональних рiвнянь (19)
треба доповнити такими рiвняннями:

Vl =V3, l = 1,2,4,5,6,
U3 =U0.

Тепер шуканими є функцiя ∆Φ′(z), електричнi напругиUl, (l = 1,2,4,5,6)
i коливальнi швидкостi перетворювачiв Vl , якi як бачимо з постановки
«наскрiзної» задачi однаковi у всiх перетворювачiв. Алгебризацiю такої
системи функцiональних рiвнянь можна зробити так само як (19).

5. Аналiз числових даних для основних характеристик антен-
ної решiтки

Для конкретних розрахункiв шестиелементної антенної решiтки iз
iдентичних перетворювачiв були використанi такi геометричнi та фiзи-
чнi параметри останнiх: висота робочої поверхнi h=0.216 м, зовнiшнiй
дiаметр D1=0.690 м, внутрiшнiй дiаметр D2=0.590 м, маса m=106 кг,
частота основного резонансу в вакуумi f0 =1.57 кГц, добротнiсть в ва-
куумi Q=30, коефiцiєнт електромеханiчної трансформацiї Ntr =72 Н/В,
товщина фланця d=0.028 м. Антенна решiтка занурена в акустичне се-
редовище з хвильовим опором ρ0c0=1.5 ·106 кг/(м · c). Розглядалися два
варiанти антенних решiток: варiант 1, коли на електроди усiх перетворю-
вачiв подається однакова електрична напруга i варiант 2, коли на електро-
ди перетворювачiв подається рiзна електрична напруга для вирiвнювання
коливальної швидкостi останнiх.

Пiд час розв’язання «наскрiзних» задач аналiзувалися як локальнi,
так й iнтегральнi похибки виконання граничної умови на поверхнi ан-
тенної решiтки. Аналiз числових результатiв показує, що при 10⩽N⩽16
вiдносна локальна похибка виконання граничної умови в робочому дiа-
пазонi частот антенної решiтки не перевищувала 3%. Пiд час перевiрки
закону збереження енергiї, обчисленi в близькому та далекому полi зна-
чення повної потужностi випромiнювання антенної решiтки вiдрiзнялися
лише в четвертому знаку.

Отже, розв’язки поставлених «наскрiзних» задач можна використо-
вувати для аналiзу основних характеристик антенних решiток, що роз-
глядаються.
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Нехай на електроди всiх цилiндричних п’єзокерамiчних перетво-
рювачiв подається однакова електрична напруга U0 exp(−iωt), амплiтуда
якої не залежить вiд частоти. Як було зазначено ранiше, акустичнi хара-
ктеристики перетворювачiв для такого варiанту решiтки можуть iстотно
вiдрiзнятися один вiд одного. Маючи це на увазi, звернемося до рис. 2, а,
на якому показанi частотнi залежностi для коливальних швидкостей та
випромiнюваних потужностей окремих перетворювачiв. Тут i далi хара-
ктеристики, числовi значення яких залежать вiд електричної напруги на
електродах перетворювачiв нормованi вiдносно величини U0.
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Рис. 2. Частотнi залежностi коливальної швидкостi та потужностi
випромiнювання перетворювачiв в антеннiй решiтцi для варiанта 1 (а) i
варiанта 2 (б)

Завдяки симетрiї задачi вiдносно площини z=0, на цьому рисунку i
нижче наведенi данi лише для перших трьох перетворювачiв, а саме, для
крайнього, промiжного та центрального. Як бачимо, на низьких частотах
f <0.22 кГц коливальнi швидкостi перетворювачiв та їхнi випромiнюванi
потужностi досить швидко падають зi зниженням частоти i, що найголов-
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нiше, цi параметри стають однаковими у всiх перетворювачiв. Цей факт
не є несподiваним i пов’язаний з тим, що зi зниженням частоти швидко
зростає власний механiчний iмпеданс перетворювачiв, тодi як їхнiй iмпе-
данс випромiнювання падає. Тому роль взаємодiї перетворювачiв через
поле в цьому разi незначна та їхнi коливальнi швидкостi повнiстю визна-
чаються власними механiчними iмпедансами.

Зi збiльшенням частоти суттєву роль починає вiдiгравати акусти-
чна взаємодiя перетворювачiв. Як бачимо, на частотах f1 ≈ 0.3 кГц, i
f0≈1.6 кГц частотнi залежностi для |Vl| та Wl мають резонанснi макси-
муми. Водночас значення модуля коливальної швидкостi та потужностi
випромiнювання перетворювачiв внаслiдок їхньої акустичної взаємодiї
можуть суттєво вiдрiзнятися. Поблизу цих частот перетворювачi колива-
ються практично синфазно та фази їхнiх коливальних швидкостей близь-
кi до нульових значень або до кратних значень 2π . Резонанс на частотi
f1 зумовлений резонансними коливаннями внутрiшнього об’єму рiдини,
а резонанс на частотi f0 — резонансними коливаннями самих перетворю-
вачiв.

Акустична взаємодiя перетворювачiв поблизу частот f2 ≈ 0.9 кГц
i f3≈1.2 кГц є причиною протифазного руху робочих поверхонь цилiн-
дричних перетворювачiв в антеннiй решiтцi. Так поблизу частоти f2 цен-
тральнi перетворювачi коливаються у протифазi з крайнiми та промiжни-
ми. Водночас центральнi перетворювачi iнтенсивно поглинають енергiю
з поля (див. залежностi дляWl на рис. 2, а). Поблизу частоти f3 централь-
нi перетворювачi коливаються вже у фазi з крайнiми, але у протифазi з
промiжними, якi поглинають енергiю iз поля.

Отже, справдi, у разi однакової пiдведеної електричної напруги до
перетворювачiв в антеннiй решiтцi їхнi акустичнi характеристики мо-
жуть суттєво вiдрiзнятися як якiсно, так i кiлькiсно. Зазначимо, що по-
близу основної резонансної частоти розглянутої антенної решiтки f0 =
1.6 кГц перетворювачi коливаються з рiзними швидкостями, причому
амплiтуда коливальної швидкостi центральних перетворювачiв прибли-
зно на 50% вище нiж у крайнiх.

Для вирiвнювання коливальних швидкостей перетворювачiв, на їхнi
електроди, згiдно iз способом описаним у роздiлi 4, потрiбно подава-
ти електричнi напруги з частотними залежностями модуля та фази, що
показанi на рис. 3. Опорними тут вибранi центральнi перетворювачi. У
цьому разi перетворювачi на фiксованiй частотi будуть коливатися з одна-
ковою швидкiстю. Частотнi залежнiсть модуля та фази такої швидкостi
показанi на рис. 2, б. Зазначимо, що i за таких умов центральнi перетво-

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2023. – № 18(68)



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА 79

рювачi також можуть поглинати енергiю з поля (див. залежностi для Wl
на рис. 2, б). Причиною поглинання енергiї у цьому разi є не акустична
взаємодiя перетворювачiв, а протифазнi дiлянки антенної решiтки для
тиску, якi утворюються внаслiдок великого хвильового розмiру антенної
решiтки в аналiзованому дiапазонi частот (HΣ/λ ∼ 2).
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Рис. 3. Частотнi залежностi модуля (а) i фази (б) електричної на-
пруги на електродах перетворювачiв, коли вирiвнюються їхнi коливальнi
швидкостi

Електричнi характеристики як цилiндричних п’єзокерамiчних пе-
ретворювачiв окремо, так i антенної решiтки в цiлому можна оцiнити
за допомогою еквiвалентної електромеханiчної схеми [10]. Перерахуємо
опiр механiчної сторони перетворювача на його електричну сторону. У
результатi дiстанемо паралельне з’єднання елементарних двополюсникiв
з такими комплексними опорами: опором електричної сторони перетво-
рювача та зведеним до електричної сторони опором механiчної сторони
перетворювача.

Оскiльки ми маємо справу зi складною реальною конструкцiєю ан-
тенної решiтки iз цилiндричних перетворювачiв, то для достовiрної оцiн-
ки її електричних характеристик необхiдно врахувати електричнi втрати.
Вiдомо, що електричнi втрати такої конструкцiї визначаються не лише
властивостями п’єзокерамiки, але й властивостями електроiзоляцiйних
матерiалiв, електромонтажу та iн. Таких даних у нас не було. Тому пiд
час розрахункiв електричних характеристик антеної решiтки використа-
но експериментальне значення тангенсу дiелектричних втрат для цилiн-
дричного перетворювача (tgδ ≈0.09), яке знайдено для аналогiчних кон-
струкцiй перетворювачiв. Для обчислення електричного опору перетво-
рювача було використано також значення його ємностi 2.4 мкФ.

На рис. 4, а наведено частотнi залежностi активної та реактивної
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(для паралельної заступної схеми) складових вхiдного електричного iм-
педансу антенної решiтки для однакових електричних напруг, а на рис. 4, б
i рис. 4, в такi ж залежностi для окремих перетворювачiв, коли вирiвню-
ються їхнi коливальнi швидкостi.
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Рис. 4. Частотнi залежностi активної i реактивної складових вхiдно-
го електричного iмпедансу антенної решiтки для варiанта 1 (а) i вiд-
повiдно окремих перетворювачiв (б, в) разом зi спожитою електричною
потужнiстю (г) для варiанта 2

Для першого варiанту збудження антени частотнi залежностi вели-
чин R i X загалом правильно вiдображають резонанснi властивостi ан-
теної решiтки в дiапазонi, що розглядається. У разi вирiвнювання ко-
ливальних швидкостей перетворювачiв їхня взаємодiя на акустичному
боцi «переноситься» на електричний бiк, що й показують досить скла-
днi частотнi залежностi для активної та реактивної складових вхiдного
електричного iмпедансу окремих перетворювачiв, а також частотнi за-
лежностi споживаної електричної потужностi кожним перетворювачем
окремо вiд свого електричного генератора напруг (див. рис. 4, г).

Розглянемо тепер iнтегральнi характеристики антенної решiтки для
двох варiантiв її збудження. Частотнi залежностi для чутливостi в режимi
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Рис. 5. Iнтегральнi характеристики антенної решiтки: чутливiсть в
режимi випромiнювання (а), дiаграма спрямованостi на частотi основно-
го резонансу (б), повна випромiнювана акустична потужнiсть (г) i повна
споживана електрична потужнiсть. Суцiльнi кривi залежностi для варi-
анта 1 i штриховi — для варiанта 2

випромiнювання показанi на рис. 5, а. Тут чутливiсть у режимi випромi-
нювання β визначена як вiдношення амплiтуди тиску в далекому полi
антеної решiтки в площинi z=0 до електричної напруги, що пiдводиться
U0. Значення величини β зведенi до вiдстанi 1 м Бачимо що у першо-
му випадку максимальнi значення величини β є на частотi f0≈1.61, а в
другому — на частотi f0 ≈ 1.43.

Дiаграми спрямованостi антенної решiтки з цилiндричних перетво-
рювачiв на частотi основного резонансу у вертикальнiй площинi зобра-
женi на рис. 5, б. Данi на цьому малюнку показують, що вирiвнювання
коливальних швидкостей перетворювачiв покращує спрямованi власти-
востi антенної решiтки. Iстотно знижується рiвень бiчних пелюсток, а
ширина основної пелюстки збiльшується i вся випромiнювана енергiя
переважно концентрується поблизу площини симетрiї антенної решiтки.
У горизонтальнiй площинi антенна решiтка з цилiндричних перетворю-
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вачiв коструктивно є неспрямованою.
Частотнi залежностi повної випромiнюваної акустичної та повної

споживаної електричної потужностей для двох розглянутих вище варi-
антiв антенної решiтки показано вiдповiдно на рис. 5, в i г. Порiвнюючи
розрахунковi значення випромiнюваної акустичної та споживаної еле-
ктричної потужностей можна оцiнити ККД розглянутих варiантiв решi-
ток. В обох випадках ККД антенної решiтки в аналiзованому дiапазонi
частот ≈ 0.75.

6. Висновки
Розглянуто строгий метод розв’язання «наскрiзної» електроакусти-

чної задачi про випромiнювання звуку скiнченною решiткою iз водоза-
повнених цилiндричних перетворювачiв iз фланцями. Використовуючи 
апрiорну iнформацiю про особливостi звукового поля в околi кiнцiв решi-
тки, побудовано ефективний метод для кiлькiсної оцiнки основних пара-
метрiв антенної решiтки.

«Наскрiзна» задача розв’язана для двох варiантiв шестиелементної 
решiтки. У першому варiантi на електроди перетворювачiв подається 
однакова електрична напруга. Показано, що для такої решiтки характер-
на сильна акустична взаємодiя перетворювачiв в резонанснiй зонi частот 
i їхнi акустомеханiчнi характеристики тут можуть сильно вiдрiзнятися 
один вiд одного. Зокрема перетворювачi можуть коливатися в противо-
фазi, а деякi навiть поглинати акустичну енергiю iз поля.

У другому варiантi для вирiвнювання коливальних швидкостей пе-
ретворювачiв в антеннiй решiтцi на їхнi електроди подається рiзна еле-
ктрична напруга, яку можна дiстати пiсля розв’язання вiдповiдної «на-
скрiзної» задачi. Акустичнi характеристики такої решiтки полiпшуються, 
але взаємодiя перетворювачiв переноситься на електричну сторону ан-
тенної решiтки.
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ON THE FEATURES OF THE WORK OF A FINITE ACOUSTIC
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The problem of sound radiation by a finite antenna array formed by
free-flooding cylindrical transducers with flanges is considered. Two vari-
ants for the antenna array are considered: the same electrical voltage is
supplied to the electrodes of all transducers and a different voltage is ap-
plied to them in order to equalize the oscillatory speeds of the transducers.
Numerical data for the basic electrical, mechanical and acoustic character-
istics of the antenna array are analyzed, taking into account the acoustic
interaction of the transducers.
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