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Ця робота поширює теорiю Вейля–Тiтчмарша на випадок узагаль-
нених диференцiальних систем. Доведено, що характеристична матри-
ця розв’язувального ядра диференцiальної системи з мiрами належить
до геометричного мiсця, яке є матричним аналогом вейлiвського круга.
Встановлено, що такi матричнi круги звужуються i збiгаються до гра-
ничного круга чи точки залежно вiд граничного поводження радiусiв. Ця
гранична множина є визначальною в обговореннi питання про кiлькiсть
dA–iнтегровних з квадратом на пiвосi розв’язкiв такої системи.

Ключовi слова: диференцiальна система з мiрами, матриця Ґрiна,
характеристична матриця, теорiя Вейля–Тiтчмарша, матричний гра-
ничний круг, dA-iнтегровний з квадратом розв’язок.

Вступ
Використовуючи метод граничного переходу вiд скiнченного про-

мiжку 0 ⩽ x ⩽ b до нескiнченного 0 ⩽ x < ∞, Вейль [19] встановив, що
диференцiальне рiвняння −

(
p(x)y′

)′
+q(x)y = λy з неперервними на пiв-

осi коефiцiєнтами p(x) > 0 i q(x) має для всiх комплексних значень λ

або один, або два лiнiйно незалежнi розв’язки з простору L2(0,∞) зале-
жно вiд випадку “гранична точка” (Grenzpunktfall) чи “граничний круг”
(Grenzkreisfall). В роботi [20] вiн знову повернувся до цього питання,
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розв’язуючи iнтерполяцiйну проблему Неванлiнни–Пiка про вiдшукання
(за заданою послiдовнiстю значень ω1,ω2, . . . в точках λ1,λ2, . . .) фун-
кцiї ω(λ ), яка є регулярною в областi Imλ > 0 i має там властивiсть
Imω(λ ) > 0 (їх називають N–функцiями ), та довiв, що якщо для одного
значення параметра λ (Imλ > 0) справджується випадок граничної то-
чки, то вiн справджується i для решти значень цього параметра. Згодом,
Тiтчмарш [17] отримав i суттєво доповнив результати Вейля методом
контурного iнтегрування без використання теорiї iнтегральних рiвнянь.

У науковiй лiтературi вiдомими є роботи, якi узагальнюють тео-
рiю Вейля–Тiтчмарша для самоспряженого рiвняння Штурма–Лiувiлля
на пiвосi на випадки несамоспряженого диференцiального рiвняння дру-
гого порядку [11], формально самоспряжених диференцiальних [6, 7] i
квазiдиференцiальних [18, 21] рiвнянь парного i непарного порядкiв, са-
моспряженої i несамоспряженої систем диференцiальних рiвнянь [1, 9,
13, 8, 10, 2]. Вiдома також аналогiчна теорiя для дискретних гамiльтоно-
вих систем та матриць Якобi [3, 1, 14, 5, 15, 4].

Мета нашої роботи — поширити теорiю Вейля–Тiтчмарша на випа-
док узагальненої системи диференцiальних рiвнянь (з мiрами). Остання
за деяких додаткових обмежень на коефiцiєнти-мiри (якщо породжуючi
їх функцiї обмеженої варiацiї є абсолютно неперервними чи якщо не-
нульовими є лише дискретнi складовi цих функцiй) охоплює як непе-
рервнi [1, 10], так i дискретнi гамiльтоновi системи [15, 4]. З мiркувань
обмеження на обсяг публiкацiї, ми подаємо доведення лише ключових
тверджень, а решту — супроводжуємо коментарями.

1. Використанi позначення, означення i факти
1. У цiй роботi використовуємо такi позначення: R+ = [0,∞); I = [0,b],
0<b<∞; Cp×q — лiнiйний простiр комплекснозначних (p×q)–матриць

A = (ai j)
p,q
i, j=1 з нормою ∥A∥ =

p
∑

i=1

q
∑
j=1

|ai j|; Cp — p–вимiрний лiнiйний ком-

плексний простiр з нормою ∥x∥ =

√
p
∑

i=1
x2

i елемента x = (x1, . . . ,xp)T i

скалярним добутком (x,y)≡ y∗x =
p
∑

i=1
xiyi елементiв x,y (тут ∗ позначає ер-

мiтове спряження); 0 — нульовий елемент (матриця, вектор або скаляр);
Ip — одинична (p× p)–матриця; ImA = 1

2i(A−A∗); BV +
loc(R+,Cp×q) — про-

стiр неперервних справа матричних функцiй A : R+→Cp×q локально об-
меженої на R+ варiацiї, тобто таких, що мають обмеженi повнi варiацiї
на кожному вiдрiзку I; ∆A(x) = A(x)−A(x−0) — стрибок матрицi–функцiї
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A ∈ BV +
loc(R+,Cp×q) у точцi x ∈ R+.

2. Нагадаємо, що для ермiтової матрицi A ∈ Cp×p нерiвностi A ⩾ 0
i A > 0 означають, що матриця A є невiд’ємно i додатно визначеною
вiдповiдно, тобто для довiльного ненульового вектора v ∈ Cp справджу-
ються числовi нерiвностi (Av,v) ≡ v∗Av ⩾ 0 i (Av,v) > 0. Вiдтак матричнi
нерiвностi A ⩾ B i A > B розумiємо як A−B ⩾ 0 i A−B > 0. Далi, якщо
A : R+→Cp×p, то твердження, що A(x) неспадна функцiя змiнної x ∈R+

означає, що з нерiвностi x2 > x1 випливає нерiвнiсть A(x2)⩾A(x1) у щой-
но згаданому матричному сенсi.

Для неспадної функцiї A ∈ BV +(I,Cp×p) через L2
dA(I,Cp) позначимо

гiльбертiв простiр, що складається з класiв еквiвалентних мiж собою вiд-
носно мiри Стiльтьєса dA на I [16] p–вимiрних векторiв f (x), зi скаляр-

ним добутком ⟨ f ,g⟩dA =
∫ b

0
g∗(t)dA(t) f (t) та нормою ∥ f∥dA =

√
⟨ f , f ⟩dA.

3. За аналогiєю до [3], матричним (або операторним) колом з цен-
тром C, лiвим радiусом R1 i правим радiусом R2 називаємо множину
матриць X ∈ C p×p вигляду X = C + R1/2

1 UR1/2
2 , де R1 > 0 i R2 > 0 — фi-

ксованi ермiтовi матрицi, U — довiльна унiтарна матриця.

Позаяк U = R−1/2
1 (X −C)R−1/2

2 та U∗U = Ip, UU∗ = Ip, то X задо-
вольняє обидва рiвняння

X∗D1X + X∗S1 + S∗1X + T1 = 0, XD2X∗ + XS∗2 + S2X∗ + T2 = 0, (1)

де D1 = R−1
1 , S1 = −R−1

1 C, T1 = C∗R−1
1 C−R2 та D2 = R−1

2 , S2 = −CR−1
2 ,

T2 = CR−1
2 C∗−R1. Навпаки, якщо справджуються рiвняння (1), де Di > 0

i Ti (i = 1,2) — ермiтовi матрицi, причому D−1
1 = S2D−1

2 S∗2 −T2, D−1
1 S1 =

S2D−1
2 , S∗1D−1

1 S1 − T1 = D−1
2 , то X пробiгає матричне коло з центром

C = −D−1
1 S1 = −S2D−1

2 та радiусами R1 = D−1
1 = S2D−1

2 S∗2 − T2 i R2 =

S∗1D−1
1 S1 −T1 = D−1

2 .
Далi у роздiлi 4 матимемо справу з геометричним мiсцем вигляду

(X −F)G(X −F)∗ = (X + F)H(X + F)∗, (2)

де X — змiнна квадратна матриця порядку p, а F,G,H — заданi матрицi
того ж порядку, причому G i H — ермiтовi. У скалярному випадку (p = 1)
рiвняння (2) визначає звичайне коло, в разi якщо F ̸= 0, а G i H є не рiв-
ними нулевi дiйсними числами однакового знаку. В загальному випадку
(2) збiгається при D2 = H −G, S2 = F(H +G), T2 = F(H −G)F∗ з другим
iз матричних кiл (1). Зi сказаного випливає

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2023. – № 18(68)



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА 35

Лема 1.1. Нехай матрицi F,G,H — неособливi, причому G i H — ермiтовi.
Якщо H > G, а власнi значення матрицi G−1H додатнi, то множина
матриць X , для яких справджується (2), є матричним колом

X = C + R1/2
1 UR1/2

2 , UU∗ = Ip, (3)

з центром C та лiвим i правим радiусами R1 > 0 i R2 > 0 вигляду

C = −F(H + G)(H −G)−1, R2 = (H −G)−1, (4)

R1 = F [(H + G)(H −G)−1(H + G)− (H −G)]F∗. (5)

Зауважимо, що на вiдмiну вiд ермiтовостi матриць R1 i R2 та умови
R2 > 0, котрi є очевидними наслiдками припущень леми, умова R1 > 0 є
нетривiальним наслiдком [1, c. 285].

Одночасно з матричним колом, записаним у виглядi (2) чи (3), до-
цiльно розглянути також матричнi круги, утворенi внутрiшнiстю цього
кола, включаючи саме коло або без нього. Вони є непорожнiми обмеже-
ними замкненою i вiдкритою множинами матриць.

4. Нехай P,Q,J — квадратнi матрицi порядку p, причому J — косо-
ермiтова унiтарна матриця, тобто J∗ = −J, J∗J = In.

Пару матриць (P,Q) називаємо неособливою, якщо зi спiввiдношень
Pv = 0 та Qv = 0 (v∈Cp) випливає, що v = 0. Таким чином, неособливiсть
пари (P,Q) означає незалежнiсть рядкiв блокової матрицi

(
P Q

)
∈Cp×2p,

тобто rank
(
P Q

)
= p.

Двi неособливi пари (P,Q) i (M,N) називаємо J–еквiвалентними,
якщо iснує оборотна матриця J така, що P = MJ, Q = NJ.

Пару (P,Q) називаємо J–унiтарною, якщо PJP∗ = QJQ∗.

2. Постановка задачi i матриця Ґрiна
На пiвосi x ∈R+ розглядаємо узагальнену однорiдну диференцiальну си-
стему (з мiрами)

JY ′ = [B′(x)+ λA′(x)]Y, (6)

где Y — невiдомий p–вимiрний вектор, J — косоермiтова унiтарна ма-
триця, A,B ∈ BV +

loc(R+,Cp×p), A′, B′ — їх узагальненi похiднi, тобто мiри
Стiльтьєса на R+, λ — (спектральний) параметр. До того ж, вважаємо
A(x) неспадною на R+ у матричному сенсi i A∗(x) = A(x), B∗(x) = B(x).

Iнтерес до систем вигляду (6) значною мiрою обумовлений тим, що
вони дозволяють з єдиної точки зору дослiджувати як звичайнi лiнiй-
нi диференцiальнi системи, так i лiнiйнi iмпульснi i скiнченно–рiзницевi
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системи. Характерною особливiстю таких систем є той факт, що в їх ма-
тематичних моделях присутнi у тому чи iншому виглядi добутки розрив-
них функцiй на узагальненi похiднi вiд функцiй обмеженої варiацiї. Такi
добутки не завжди iснують в сенсi теорiї узагальнених функцiй. Тому рi-
знi пiдходи до означення розв’язку можуть приводити загалом до рiзних
результатiв. У цiй роботi ми розглядаємо клас коректних (отримуваний
внаслiдок накладання деяких додаткових вимог на коефiцiєнти) систем,
при дослiдженнi яких не виникає проблема множення функцiоналiв.

Розв’язком системи (6) називаємо вектор–функцiю Y∈BV +
loc(R+,Cp),

для якої справджується умова

[∆B(x)+ λ∆A(x)]∆Y (x) = 0 ∀x ∈ R+, λ ∈ C, (7)

i яка задовольняє систему (6) в узагальненому сенсi, тобто коли дифе-
ренцiювання i рiвнiсть в (6) розумiються в сенсi теорiї розподiлiв.

Зрозумiло, що умова (7) в означеннi розв’язку системи (6) є неефе-
ктивною, бо виражається у термiнах стрибкiв шуканого розв’язку. Вiдтак
на матрицi B(x) i A(x) накладаємо iншу (еквiвалентну i конструктивну)
необхiдну i достатню умову iснування розв’язку системи (6), котру всю-
ди далi вважаємо виконаною [16]:{

J [∆B(x)+ λ∆A(x)]
}2

= 0 ∀x ∈ R+, λ ∈ C. (8)

Побiжно зазначимо, що у розглядуваному тут матричному випадку фун-
кцiї B(x) i A(x), вочевидь, можуть мати спiльнi точки розриву. Цей факт
суттєво розширює клас дослiджуваних систем.

Дослiдження системи (6) проведемо, застосовуючи метод гранично-
го переходу вiд скiнченного промiжку I до пiвосi R+. Важливими для
дослiдження є властивостi фундаментальної матрицi Φ(x, t,λ ) системи
(6), тобто матричного розв’язку початкової задачi [12]

J
d
dx

Φ(x, t,λ ) = [B′(x)+ λA′(x)]Φ(x, t,λ ), Φ(t, t,λ ) = Ip,

а саме: для довiльних x, t,s ∈ I

1) Φ(x, t,λ ) за кожною змiнною x i t належить до BV +
(
I,Cp×p) i є

цiлою функцiєю параметра λ ;
2) Φ(x, t,λ )Φ(t,s,λ ) = Φ(x,s,λ );
3) Φ(x, t,λ )Φ(t,x,λ ) = Ip;

4) Φ∗(x,s,µ)JΦ(x, t,λ )
∣∣∣x=x2

x=x1
= (λ−µ)

∫ x2

x1

Φ
∗(x,s,µ)dA(x)Φ(x, t,λ );
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5) Φ∗(x, t,λ )JΦ(x, t,λ ) = J, Φ(x, t,λ )JΦ∗(x, t,λ ) = J.

Узагальнену диференцiальну систему (6) на промiжку I будемо роз-
глядати разом з крайовою умовою

PY (0)+ QY (b) = 0, (9)

де пара крайових матриць (P,Q) — неособлива i J –унiтарна. При цьо-
му припускаємо, що обидва рiвняння JY ′−B′(x)Y = 0 та A′(x)Y = 0 за
умови (9) мають лише тривiальнi розв’язки Y ≡ 0. Iншими словами це
означає, що крайова задача (6), (9) не має незалежного вiд λ нетривi-
ального розв’язку (умова невиродженостi за параметром λ ). Якщо ця
умова справджується, то спектр крайової задачi (6), (9) збiгається з усi-
єю λ–площиною. З iншого боку внаслiдок виродженостi матрицi A(x)
крайова задача (6), (9) може взагалi не мати власних значень. Їх не-
ма, н-д, у тому тривiальному випадку, коли A(x) — стала матриця, а
det[P + QΦ(b,0,0)] = 0. Якщо ж вони iснують, то спектр задачi (6), (9)
мiстить не бiльш, нiж злiченну кiлькiсть власних значень, єдиною гра-
ничною точкою яких може бути лише λ = ∞ [12].

В роботi [12] при вивченнi матричної функцiї Ґрiна на вiдрiзку I бу-
ло показано, що для довiльної вектор–функцiї F ∈ BV +

(
I,Cp), для якої

[∆B(x) + λ∆A(x)]J∆F(x) = 0 ∀x∈I, λ ∈C, будь-який розв’язок неодно-
рiдної системи JY ′− [B′(x) + λA′(x)]Y = F ′(x), що задовольняє крайову
умову вигляду

Y (0) = Mv, Y (b) = Nv, v ∈ Cp (10)

з неособливою i J –унiтарною парою матриць (M∗,N∗), є для довiльного

λ (Imλ ̸= 0) iнтегральним оператором YF(x,λ ) =
∫ b

0
K(x, t,λ )dF(t), що

дiє BV +
(
I,Cp)→ L2

dA
(
I,Cp), ядро якого (матриця Ґрiна) має вигляд

K(x, t,λ )=

{
Φ(x,0,λ )M

[
Φ(b,0,λ )M−N

]−1
Φ(b, t,λ )J, x < t;

Φ(x,b,λ )N
[
M−Φ(0,b,λ )N

]−1
Φ(0, t,λ )J, x ⩾ t.

Якщо пiти далi i врахувати, що неособливi пари (P,Q) i (M∗,−N∗)
є J –еквiвалентними, то у випадку природнiшої, нiж (10), крайової умови
(9) матриця Ґрiна матиме вигляд

K(x, t,λ )=

{
Φ(x,0,λ )

[
P+QΦ(b,0,λ )

]−1QΦ(b, t,λ )J, x < t;
−Φ(x,b,λ )

[
PΦ(0,b,λ )+Q

]−1PΦ(0, t,λ )J, x ⩾ t.
(11)

За умов x ̸= t та Imλ ̸= 0 матриця Ґрiна K(x, t,λ ) за кожною зi змiнних на-
лежить до BV +

(
I,Cp×p). Її властивостi випливають з властивостей фун-

даментальної матрицi, як наприклад, рiвнiсть K(x, t,λ ) = K∗(t,x,λ ).
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3. Характеристична матриця
Перетворимо формулу (11), яка визначає матрицю Ґрiна. Для цього роз-
глянемо характеристичну матрицю

XP,Q(λ ) = −1
2
[
P+QΦ(b,0,λ )

]−1[P−QΦ(b,0,λ )
]
J. (12)

На пiдставi властивостей фундаментальної матрицi Φ(x, t,λ ) маємо

XP,Q(λ )+
1
2

J =
[
P+QΦ(b,0,λ )

]−1QΦ(b,0,λ )J,

XP,Q(λ )− 1
2

J = −
[
P+QΦ(b,0,λ )

]−1PJ.

Вiдтак

K(x, t,λ )=

{
Φ(x,0,λ )

[
XP,Q(λ )+ 1

2J
]
Φ∗(t,0,λ ), x < t;

Φ(x,0,λ )
[
XP,Q(λ )− 1

2J
]
Φ∗(t,0,λ ), x ⩾ t

i, таким чином, обидвi матрицi (характеристична i матриця Ґрiна) мають
особливостi в одних i тих же точках. Наступна теорема стверджує, що
характеристична матриця є матричною N –функцiєю.

Теорема 3.1. Характеристична матриця XP,Q(λ ) ермiтова при Imλ = 0,
окрiм полюсiв, розмiщених у власних значеннях крайової задачi (6), (9), i
її уявна частина знаковизначена у кожнiй з двох λ–пiвплощин, тобто

Imλ · ImXP,Q(λ ) ⩾ 0. (13)

Доведення. У позначеннях

X±(λ ) = P±QΦ(b,0,λ ) (14)

матриця (12) має вигляд XP,Q(λ ) = −1
2 X−1

+ (λ )X−(λ )J. Вiдтак

ImXP,Q = − 1
4i

(
X−1

+ X−J− J∗X∗
−X∗

+
−1
)

= − 1
4i

X−1
+ (X−JX∗

+ + X+JX∗
−)X∗

+
−1.

Тут використана косоермiтовiсть матрицi J. Якщо до того ж врахувати
J–унiтарнiсть пари (P,Q), то вираз у дужках набуває вигляду

X−JX∗
+ + X+JX∗

− = 2
[
PJP∗−QΦ(b,0,λ )JΦ

∗(b,0,λ )Q∗] =

= 2Q
[
J−Φ(b,0,λ )JΦ

∗(b,0,λ )
]
Q∗.
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Далi на пiдставi унiтарностi матрицi J та властивостей 5) i 4) фундамен-
тальної матрицi Φ(x, t,λ ) маємо

J−Φ(b,0,λ )JΦ
∗(b,0,λ ) = Φ(b,0,λ )J

[
Φ

∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )−J
]
J∗Φ

∗(b,0,λ ) =

= (λ −λ )Φ(b,0,λ )JΓ(b,λ )J∗Φ
∗(b,0,λ ),

де

Γ(x,λ ) =
∫ x

0
Φ

∗(t,0,λ )dA(t)Φ(t,0,λ ). (15)

Таким чином,

ImXP,Q(λ ) = Imλ ·
[
X−1

+ (λ )QΦ(b,0,λ )J
]
Γ(b,λ )

[
X−1

+ (λ )QΦ(b,0,λ )J
]∗
,

(16)
звiдки при Imλ = 0 випливає, що ImXP,Q(λ ) = 0 за умови iснування
X−1

+ (λ ). Це означає, що XP,Q(λ ) — ермiтова матриця, крiм полюсiв, роз-

мiщених в особливих точках матрицi X−1
+ (λ ) =

[
P+QΦ(b,0,λ )

]−1
, тобто

крiм нулiв визначника det[P + QΦ(b,0,λ )], котрi є власними значеннями
крайової задачi (6), (9).

До того ж, матриця Γ(b,λ ) додатно визначена, бо для довiльного
нетривiального розв’язку Y ∗(x,λ ) задачi (6), (9)∫ b

0
Y ∗(x,λ )dA(x)Y (x,λ ) > 0. (17)

Дiйсно, якщо припустити протилежне, то внаслiдок того, що A(x) —
неспадна на I ермiтова матриця–функцiя, будемо мати майже всюди
(вiдносно мiри Стiльтьєса dA), що Y ∗(x,λ )dA(x)Y (x,λ ) = 0, а вiдтак,
dA(x)Y (x,λ ) = 0. Таким чином, вектор–функцiя Y (x,λ ) ̸= 0 задовольняє
обидва рiвняння JY ′−B′(x)Y = 0 та A′(x)Y = 0 i крайову умову (9), що
суперечить умовi невиродженостi розв’язкiв за параметром λ .

Отже, з рiвностi (16) при Imλ ̸= 0 випливає нерiвнiсть (13).

4. Вкладенi матричнi круги
Використаємо лему 1.1, щоб описати геометричне мiсце, до якого нале-
жить характеристична матриця (12).

Теорема 4.1. Для фiксованого λ (Imλ ̸= 0) характеристична матриця
XP,Q(λ ) належить до геометричного мiсця

(
X − J

2

)J
i

(
X − J

2

)∗
=
(

X +
J
2

)
Φ∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )

i

(
X +

J
2

)∗
, (18)
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яке за умови Imλ < 0 визначає матричне коло

X = C(λ )+ R1/2
1 (λ )UR1/2

2 (λ ), UU∗ = Ip, (19)

що лежить у нижнiй матричнiй пiвплощинi ImX < 0, i має такi центр
C(λ ) та лiвий i правий радiуси R1(λ ) i R2(λ ):

C(λ ) = −1
2

J +
[
Φ

∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )−J
]−1

, (20)

R1(λ ) = i
[
J−Φ

∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )
]−1

, (21)

R2(λ ) = i
[
Φ

∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )−J
]−1

. (22)

Доведення. Зафiксуємо довiльне λ з Imλ ̸= 0. З рiвностей (14) маємо

P =
1
2
[
X+(λ )+ X−(λ )

]
, Q =

1
2
[
X+(λ )−X−(λ )

]
Φ(0,b,λ ).

Внаслiдок J–унiтарностi пари матриць (P,Q) справджується рiвнiсть

(
X− + X+

)J
4
(
X− + X+

)∗
=
(
X−−X+

)Φ(0,b,λ )JΦ∗(0,b,λ )

4
(
X−−X+

)∗
.

Якщо обидвi частини останньої рiвностi домножити злiва на X−1
+ (λ ) i

справа на X∗
+
−1(λ ), врахувати, що J∗ = J−1 = −J, використати власти-

востi 5) i 3) фундаментальної матрицi Φ(x, t,λ ), а також згадати, що
XP,Q(λ ) = −1

2 X−1
+ (λ )X−(λ )J, то прийдемо до такої рiвностi:

(
XP,Q(λ )− J

2

)
J
(

XP,Q(λ )− J
2

)∗
=

=
(

XP,Q(λ )+
J
2

)
Φ

∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )
(

XP,Q(λ )+
J
2

)∗
.

Насамкiнець, подiлимо обидвi її частини на i, аби забезпечити їх ермiто-
вiсть. Внаслiдок цього отримаємо геометричне мiсце (18) для XP,Q(λ ).

Далi покажемо, що для матриць

F =
J
2
, G =

J
i
, H =

Φ∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )

i
(23)

справджуються умови леми 1.1. Легко бачити, що цi матрицi неосо-
бливi, причому G i H — ермiтовi. Якщо врахувати умову нормування
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Φ(0,0,λ ) = Ip i властивiсть 4) фундаментальної матрицi, а також вираз
(15) бачимо, що H−G = 1

i

[
Φ∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )−J

]
= 2Imλ ·Γ(b,λ )> 0,

бо за умовою теореми Imλ < 0, а на пiдставi нерiвностi (17) Γ(b,λ ) > 0.
Залишається показати, що матриця G−1H має додатнi власнi значення.

Нехай µ — довiльне власне значення. Тодi iснує ненульовий ве-
ктор v ∈ Cp, для якого G−1Hv = µv Звiдси випливає, що Hv = µGv та
(Hv,v) = µ(Gv,v). Позаяк матрицi G i H — ермiтовi, то обидва скалярнi
добутки — дiйснi числа, тому µ могло б бути не дiйсним лише за умови
(Hv,v) = (Gv,v) = 0. Однак, у цьому випадку було б ((H −G)v,v) = 0, що
не можливо, бо v ̸= 0, а H −G > 0. Це означає, матриця G−1H має лише
дiйснi власнi значення.

Далi розглянемо загальнiшу вiд H матрицю Hx = Φ∗(x,0,λ )JΦ(x,0,λ )
i ,

для якої H0 = G i Hb = H. Мiркуючи за аналогiєю, приходимо до виснов-
кiв, що Hx > G для всiх x ∈ (0,b] i всi власнi значення матрицi G−1Hx
— дiйснi, причому жодне з них не дорiвнює нулевi, бо матрицi G, Hx —
неособливi. Для x = 0 маємо G−1H0 = Ip, тобто усi власнi значення є
додатними (рiвними 1). Якщо x неперервно зростає вiд 0 до b, то не-
перервно змiнюються також власнi значення матрицi G−1Hx. При цьому
вони залишаються дiйсними i вiдмiнними вiд нуля, а отже, додатними.

За лемою 1.1, центр C(λ ) та лiвий i правий радiуси R1(λ ) i R2(λ )
матричного кола (19) обчислюються за формулами (4) i (5). Друга з цих
формул пiсля пiдставляння в неї матриць H i G з (23) вiдразу дає (21).
Трохи видозмiнивши першу i третю формули, маємо

C = −F
[
(H−G)+2G

]
(H−G)−1 = −F −2FGR2,

R1 = F
[
(H+G)+(H−G)

]
(H−G)−1[(H+G)− (H−G)

]
F∗ = 4FHR2GF∗.

Пiдставляючи в них отриманi з (23) добутки FG = − Ip
2i , GF∗ =

Ip
2i , FH =

JΦ∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )
2i , маємо для центра C(λ ) формулу (20), а для лiвого радi-

уса R1(λ ) формулу (21).

Наслiдок 4.1. Якщо Imλ ̸= 0, то

R2(λ ) = −R1(λ ), R1(λ )−R2(λ ) = J/i, R1(λ )+ R2(λ ) = 2iC(λ ). (24)

Тепер, для фiксованих чисел b (b > 0) i λ (Imλ < 0) позначимо
через S(b,λ ) замкнений матричний круг вигляду(

X − J
2

)J
i

(
X − J

2

)∗
⩾

(
X +

J
2

)
Φ∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )

i

(
X +

J
2

)∗
(25)
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або вигляду X = C(b,λ )+ R1/2
1 (b,λ )UR1/2

2 (b,λ ), UU∗ ⩽ Ip.
Важливою є наступна властивiсть звуження таких матричних кругiв.

Теорема 4.2. При зростаннi b матричний кругS(b,λ ) звужується, тоб-
то при b2 > b1 > 0 справджується S(b2,λ ) ⊂S(b1,λ ).

Доведення. Нехай X ∈S(b2,λ ), тобто справджується нерiвнiсть(
X − J

2

)J
i

(
X − J

2

)∗
−
(

X +
J
2

)
Φ∗(b2,0,λ )JΦ(b2,0,λ )

i

(
X +

J
2

)∗
⩾ 0.

При зростаннi b матриця-функцiя Φ∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )
i принаймнi не спадає,

бо на пiдставi властивостi 4) фундаментальної матрицi для довiльних
0 < b1 < b2 при Imλ < 0 i неспаднiй на R+ матрицi A(x) маємо

Φ∗(b,0,λ )JΦ(b,0,λ )

i

∣∣∣∣b=b2

b=b1

= 2Imλ

∫ b2

b1

Φ
∗(x,0,λ )dA(x)Φ(x,0,λ ) ⩾ 0.

(26)
Вiдтак(

X − J
2

)J
i

(
X − J

2

)∗
−
(

X +
J
2

)
Φ∗(b1,0,λ )JΦ(b1,0,λ )

i

(
X +

J
2

)∗
⩾

⩾
(

X − J
2

)J
i

(
X − J

2

)∗
−
(

X +
J
2

)
Φ∗(b2,0,λ )JΦ(b2,0,λ )

i

(
X +

J
2

)∗
⩾ 0.

звiдки випливає, що X ∈S(b1,λ ).
Таким чином, при зростаннi b нерiвнiсть (25) накладає щоразу силь-

нiшi обмеження на матрицю X , тобто матричнi кругиS(b,λ ) звужуються
(принаймнi, не розширюються), а отже, залишаються рiвномiрно обме-
женими при достатньо великих b.

У випадку Imλ > 0 потрiбно перейти вiд λ до λ або ж замiнити на
протилежний знак нестрогої нерiвностi в (25).

5. Граничний круг i гранична точка
Позначимо через S(∞,λ ) перетин усiх матричних кругiв S(b,λ ), де λ —
фiксоване у нижнiй (чи верхнiй) пiвплощинi. Множина S(∞,λ ) непоро-
жня — вона включає границю центрiв C(b,λ ) при b → ∞ або, принаймнi,
граничну точку послiдовностi центрiв. Бiльше того у всiх кругiв у ни-
жнiй матричнiй пiвплощинi є спiльна точка X = − J

2 , а у верхнiй матри-
чнiй пiвплощинi — точка X = J

2 .
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З’ясуємо граничне поводження величин C(b,λ ), R1(b,λ ), R2(b,λ ),
визначених рiвноcтями (20)–(22). Використовуючи властивiсть 4) фунда-
ментальної матрицi та спiввiдношення (15) i (24), маємо
R1(b,λ ) =

[
2Imλ ·Γ(b,λ )

]−1
, R2(b,λ ) =−R1(b,λ ) =

[
2Imλ ·Γ(b,λ )

]−1
,

C(b,λ ) =
R1(b,λ )+ R2(b,λ )

2i
=
[
4iImλ

]−1[
Γ
−1(b,λ )+ Γ

−1(b,λ )
]
.

Спiльним у цих формулах є залежнiсть матрицьC(b,λ ), R1(b,λ ), R2(b,λ )
вiд матрицi Γ−1(b,λ ). Остання за наслiдком 4.1 задовольняє рiвнiсть

Γ
−1(b,λ )−Γ

−1(b,λ ) = (λ −λ )J, 0 < b < ∞, Imλ ̸= 0. (27)

При b > b0 i фiксованому λ (Imλ < 0) матриця Γ(b,λ ) додатно
визначена i неспадна функцiя вiд b. Вiдтак, Γ−1(b,λ ) — додатно ви-
значена i незростаюча функцiя вiд b i тому прямує до деякої границi
Γ(λ ) = lim

b→∞
Γ−1(b,λ ). Спрямовуючи в (27) b → ∞, для граничної матрицi

Γ(λ ) отримаємо рiвнiсть

Γ(λ )−Γ(λ ) = (λ −λ )J, Imλ ̸= 0. (28)

Далi величини C(b,λ ), R1(b,λ ), R2(b,λ ) мають границi при b → ∞, i
тому матричний круг S(b,λ ) також збiгається до деякого граничного
круга S(∞,λ ), який визначається спiввiдношенням

X =
[
4Imλ

]−1[2Γ(λ )UΓ(λ )− iΓ(λ )− iΓ(λ )
]
, UU∗ ⩽ Ip. (29)

Можливi два випадки: перетин кругiв S(b,λ ) є кругом або точкою.
Перший випадок (граничного круга ) справджується, якщо обидва радiу-
си Rk(λ ) = lim

b→∞
Rk(b,λ ), k = 1,2, не дорiвнюють нулевi, другий випадок

(граничної точки ) — якщо один з радiусiв дорiвнює нулевi.
Зауважимо, що замiсть вейлiвської альтернативи "граничний круг"

чи "гранична точка" за аналогiєю до [13] можна розглядати проблему

iнварiантностi рангiв радiусiв R1(λ ) = Γ(λ )

2Imλ
та R2(λ ) = Γ(λ )

2Imλ
граничного

круга (29).

6. dA –iнтегровнi з квадратом розв’язки
На завершення, з’ясуємо питання про кiлькiсть лiнiйно незалежних роз-
в’язкiв системи (6), що є dA –iнтегровними з квадратом на пiвосi, тоб-
то належать до L2

dA(R+,Cp). Оскiльки довiльний розв’язок системи (6)
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має вигляд Y (x,λ ) = Φ(x,0,λ )Y (0), то умова
∫

∞

0
Y ∗(x,λ )dA(x)Y (x,λ )<∞

приналежностi розв’язку Y (x,λ ) до L2
dA(R+,Cp) для довiльного λ ∈ C

еквiвалентна такому спiввiдношенню:

lim
b→∞

v∗Γ(b,λ )v < ∞, v=Y (0) ̸= 0. (30)

У випадку граничного круга, коли матриця Γ(b,λ ) прямує до скiн-
ченної границi при b → ∞, спiввiдношення (30) справджується для всiх
v, тобто усi розв’язки системи (6) належать до L2

dA(R+,Cp). Крiм того,
у цьому випадку кiлькiсть таких лiнiйно незалежних розв’язкiв не зале-
жить вiд λ .

Теорема 6.1. Нехай для деякого λ ∈ C в усiх точках xs ∈ R+ розривiв
матриць B(x) i A(x) справджується умова

det{E − J [∆B(xs)+λ∆A(xs)]} = 1 (31)

i функцiя tr
(
JAc(x)

)
, де Ac(x) — неперервна компонента матрицi A(x),

є сталою на пiвосi R+. Якщо за таких припущень усi розв’язки систе-
ми (6) належать до L2

dA(R+,Cp) при одному значеннi λ , то це справ-
джується i для решти значень λ .

Зауважимо, що у випадку системи диференцiальних рiвнянь з iнте-
гровними за Лебегом коефiцiєнтами (тобто, коли в (6) елементи матриць
B(x) i A(x) — абсолютно неперервнi функцiї) виконання умови (31) оче-
видне [1, c. 296]. Для узагальненої диференцiальної системи ця умова
справджується, зокрема, якщо E − J [∆B(xs)+λ∆A(xs)] — трикутна ма-
триця з одиницями на головнiй дiагоналi, що завжди виконується при
дослiдженнi квазiдиференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами–мiрами [16].
З приводу другої умови теореми 6.1 можна сказати, що вона виглядає де-
що неприродною i що бiльш доречною є, наприклад, вимога дiйснозна-
чностi матрицi JA(x), внаслiдок якої tr

(
JA(x)

)
загалом i tr

(
JAc(x)

)
зокре-

ма дорiвнюють нулевi. Тим не менше, у застосуваннях до узагальнених
квазiдиференцiальних рiвнянь матриця–мiра JA′(x) завжди має рiвнi ну-
левi дiагональнi елементи, вiдтак вказане у теоремi обмеження для таких
рiвнянь завчасно виконане.

У випадку граничної точки усе залежатиме вiд поводження власних
значень матрицi Γ(b,λ ). Нехай вони впорядкованi з врахуванням їх кра-
тностi, тобто µ1(b)⩽ µ2(b)⩽ . . .⩽ µp(b). Нагадаємо, що усi власнi значе-
ння, як зрештою i сама матриця Γ(b,λ ), — невiд’ємнi i неспаднi функцiї
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вiд b. При b → ∞ деякi з них можуть залишатися обмеженими, а решта —
нi, тобто µr(∞) < ∞, r = 1,q, q < p. Нехай vr(b), r = 1,q — вiдповiднi їм
ортонормованi власнi вектори матрицi Γ(b,λ ). Позаяк Γ(b,λ ) — неспадна
функцiя вiд b, то для b1 < b2 < ∞ при r = 1,q маємо

v∗r (b1)Γ(b1,λ )vr(b1) ⩽ v∗r (b2)Γ(b2,λ )vr(b2) = µr(b2).

Компоненти векторiв vr(b), r = 1,q є рiвномiрно обмеженими, вiдтак са-
мi вектори поелементно збiгаються при b → ∞ по деякiй пiдпослiдовно-
стi значень b. Спрямовуючи b → ∞ по цiй пiдпослiдовностi, отримаємо
lim
b→∞

v∗r (b)Γ(b,λ )vr(b) ⩽ µr(∞), r = 1,q. Звiдси випливатиме, що q лiнiй-

но незалежних розв’язкiв володiють властивiстю (30). У цьому випадку
можна вказати нижню межу для кiлькостi таких розв’язкiв.

Теорема 6.2. Нехай матриця −iJ має p− вiд’ємних i p+ додатних вла-
сних значень (p− + p+ = p). Тодi система (6) на пiвосi R+ має принайм-
нi p− лiнiйно незалежних розв’язкiв з L2

dA(R+,Cp) у верхнiй пiвплощинi
Imλ > 0 i p+ таких розв’язкiв у нижнiй пiвплощинi Imλ < 0.

На завершення, зазначимо, що якщо вейлiвську альтернативу роз-
глядати як проблему iнварiантностi рангiв радiусiв граничного круга (29),
то кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв з L2

dA(R+,Cp) дорiвнюватиме
рангу матрицi R1(λ ) або Γ(λ ) i не залежатиме вiд λ [13]. Зокрема, у за-
стосуваннях до узагальнених квазiдиференцiальних рiвнянь 2n–го поряд-

ку матриця J має вигляд J =

(
0 In

−In 0

)
. Вiдтак зi спiввiдношення (28)

випливає, що матриця Γ(λ ) при Imλ ̸= 0 має ранг не менший вiд n i,
таким чином, максимальна кiлькiсть m лiнiйно незалежних розв’язкiв з
L2

dA(R+,Cp) при Imλ ̸= 0 задовольняє нерiвнiсть n ⩽ m ⩽ 2n.

7. Висновки та подальшi дослiдження
Як бачимо, у нашому дослiдженнi ключовим є дробово–лiнiйне перетво-
рення, в якому допустимi пари крайових матриць (P,Q) вiдображаються
у матричнi N –функцiї XP,Q(b,λ ), на основi яких будується матриця Ґрi-
на K(x, t,λ ). Якщо пари (P,Q) пробiгають усю множину неособливих
J –унiтарних пар, їх образи XP,Q(b,λ ) при фiксованому λ (Imλ ̸=0) нале-
жать до деякого незалежного вiд крайових матриць P,Q геометричного
мiсця, яке у матричних термiнах можна тлумачити, як аналог круга. При
зростаннi параметра b, цi круги мають властивiсть звужуватися. Перети-
ном кругiв є деякий граничний круг, який, однак, може вироджуватися у
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точку, якщо один з його радiусiв дорiвнює нулевi. Таким чином, вдалося
поширити теорiю граничного круга i граничної точки на випадок ди-
ференцiальних систем з мiрами та дослiдити питання кiлькостi лiнiйно
незалежних розв’язкiв системи (6) з простору L2

dA(R+,Cp).
Важливим наслiдком цiєї теорiї є обмеженiсть характеристичної ма-

трицi XP,Q(b,λ ) при фiксованому λ та b → ∞, що у свою чергу дає мо-
жливiсть отримати оцiнки для спектральної матрицi крайової задачi (6),
(9) i пiдстави для граничного переходу. Цi питання спектральної теорiї
через брак мiсця опинились за межами цiєї публiкацiї, їх ми сподiває-
мось розглянути в однiй з наступних робiт.
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This paper extends the Weyl-Titchmarsh theory to the case of general-

ized differential systems. It is that proved the characteristic matrix of the
resolvent kernel of a differential system with measures belongs to a locus,
which is a matrix analog of the Weyl disk. It is established that such matrix
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disks are nested and converge to the limiting disk or point depending on
the limiting behavior of the radii. This limiting set plays an important role
in discussing of the number of solutions to such system that are square
dA-integrated on the semiaxis.

Key words: differential system with measures, Green’s matrix, char-
acteristic matrix, Weyl–Titchmarsh theory, matrix limiting disk, square dA-
integrable solution.
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