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Показано, що визначальні рівняння непружних фізично нелінійних 

п’єзоелектричних тіл при моногармонічному навантаженні у межах 
гіпотези одночастотності коливань можна виразити через потенціа-
ли. 
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Припустимо, що в результаті дії гармонічного навантаження з кру-

говою частотою ω  в п’єзоелектричному тілі встановлюється одночас-
тотний (моногармонічний) напружено-деформований і електричний 
стан виду [1, 2] 
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Виберемо за незалежні змінні амплітуди ,ij ij′ ′′ε ε  механічної дефор-
мації і ,j jD D′ ′′  індукції електричного поля. Тоді амплітуди ij′σ , ij′′σ  меха-
нічного напруження і kE′ , kE′′  напруженості електричного поля розгля-
даються як нелінійні функції незалежних змінних 
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Ці функції повинні задовольняти умову інваріантності відносно 
перетворення зсуву в часі, тобто відносно заміни в (1) tω  на tω + ϕ . Цю 
умову можна записати у матричному вигляді 

( ) ( )=QS Λ S QΛ , 
де 

( ) ( ), , , ,  , , ,
T T

ij ij k k ij ij k kE E D D′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= σ σ = ε εS Λ , 
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cos sin 0 0
sin cos 0 0

0 0 cos sin
0 0 sin cos

ϕ − ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ ϕ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ϕ − ϕ
⎜ ⎟⎜ ⎟ϕ ϕ⎝ ⎠

Q . 

Функції (2) вважаються диференційовними по ,kl kl′ ′′ε ε , ,k kD D′ ′′ . Тоді 
шляхом виключення параметра ϕ  умову інваріантності можна записати 
в диференціальній формі 
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де введені позначення 
      ,  ,  1ij ij ij k k ki E E iE i′ ′′ ′ ′′σ = σ + σ = + = −%% . 

Розглянемо функції дисипації [1, 4] 
                                        ij ij ij ij k k k kD E D E D′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= σ ε − σ ε + −                                (3) 
і накопичення 
                                         ij ij ij ij k k k kU E D E D′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= σ ε + σ ε + + .                             (4) 

Безпосередньою підстановкою (з врахуванням умови інваріантно-
сті) можна перевірити, що ці функції задовольняють рівнянню 

                                    0kl kl k k
kl kl k k

D D
D D

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ′′ ′ ′′ ′ε − ε + − =
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% % % %
.                      (5) 

Подальший виклад спирається на наступну теорему. 
Теорема. Нехай X

r
 – елемент N -мірного векторного простору NE  з 

внутрішнім добутком A B⊗
r r

, ( )Y X
r r

 - неперервно-диференційовне відо-

браження N NE E→ , а ( )F X
r

 - скалярна неперервно-диференційовна фу-
нкція. Тоді будь-який розв’язок рівняння 
                                                    ( ) ( )X Y X F X⊗ =

r r r r
                                      (6) 

можна подати у вигляді 
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Твердження теореми перевіряється шляхом диференціювання рів-
ності  

( ) ( )
1

0

X Y X d X⊗ λ λ = Ψ∫
r r r r

, 

яка утворюється з (6), якщо замінити X
r

 на Xλ
r

 і скористатись позна-
ченням функції ( )XΨ

r
 з (7). 

Розглянемо функції (3) і (4) 
                             ( ), , ,ij ij ij ij k k k k kl kl l lE D E D D D D′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′σ ε − σ ε + − = ε ε ,                   (8) 
                             ( ), , ,ij ij ij ij k k k k kl kl l lE D E D U D D′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′σ ε + σ ε + + = ε ε .                  (9) 

Введемо позначення ( ), , ,ij ij k kX D D′ ′′ ′ ′′= ε ε
r

, ( ), , ,ij ij k kY E E′′ ′ ′′ ′= σ −σ −
r

. Тоді 
розв’язок рівняння (8) згідно з наведеною вище теоремою можна запи-
сати у вигляді  

                                    
,  ,

,  ,

ij ij ij ij
ij ij

k k k k
k k

D DD D

D DE R E R
D D

∂ ∂′ ′′ ′′ ′σ = − − σ = +
′′ ′∂ε ∂ε

∂ ∂′ ′′ ′′ ′= − − = +
′′ ′∂ ∂

                                (10) 

де функція D  визначається співвідношенням 

                                      ( )
1

0

, , ,ij ij k k
dD D D D λ′ ′′ ′ ′′= λε λε λ λ
λ∫ .                            (11) 

Для функцій ,ij ijD D′ ′′ , ,k kR R′ ′′  маємо 
                                       0ij ij ij ij k k k kD D R D R D′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ε + ε + + = .                             (12) 

Підставляючи (10) в рівняння (9), отримуємо  

                                       
( ), , , .

ij ij ij ij k k k k

kl kl l l

D D R D R D

U D D

′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ε − ε + − =

′ ′′ ′ ′′= ε ε
                                 (13) 

Тут враховано, що функція D  (11), як і функція D , задовольняє 
диференціальному рівнянню (5).  

Введемо позначення ( ), , ,ij ij k kX D D′ ′′ ′ ′′= ε ε
r

, ( ), , ,ij ij k kY D D R R′′ ′ ′′ ′= − −
r

. За-
стосувавши знову наведену вище теорему, приходимо до розв’язку рів-
няння (13) 

                                     
, ,
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                               (14) 

Функція U  визначається співвідношенням  

( )
1

0

, , ,ij ij k k
dU U D D λ′ ′′ ′ ′′= λε λε λ λ
λ∫  

і тому також задовольняє диференціальне рівняння (5). 
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Об’єднуючи (10) і (11), отримуємо сумісний розв’язок системи рі-
внянь (8) і (9) у вигляді 

                                  
, ,

, .

ij ij ij ij
ij ij ij ij

k k k k
k k k k

U D U Dg g

U D U DE g E g
D D D D

∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′′ ′′σ = − + σ = + +
′ ′′ ′′ ′∂ε ∂ε ∂ε ∂ε

∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′′ ′′= − + = + +
′ ′′ ′′ ′∂ ∂ ∂ ∂

                     (15) 

Функції , , ,ij ij k kg g g g′ ′′ ′ ′′  задовольняють умовам 

                                          
0,

0,
ij ij ij ij k k k k

ij ij ij ij k k k k
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′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ε + ε + + =

′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ε − ε + − =
                            (16) 

причому перша з них є наслідком теореми, застосованої до рівняння 
(13), а друга – наслідком рівнянь (13), (14) і (5). 

Підставимо рівняння (15) у (8) і (9), враховуючи при цьому рівно-
сті (5) і (16). В результаті отримаємо вирази для функцій дисипації D  і 
накопичення U  через потенціали відповідно D  і U  

ij ij k k
ij ij k k

D D D DD D D
D D

∂ ∂ ∂ ∂′ ′′ ′ ′′= ε + ε + +
′ ′′ ′ ′′∂ε ∂ε ∂ ∂
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U U U UU D D
D D

∂ ∂ ∂ ∂′ ′′ ′ ′′= ε + ε + +
′ ′′ ′ ′′∂ε ∂ε ∂ ∂

. 

Таким чином, умови (16) призводять до того, що функції 
, , ,ij ij k kg g g g′ ′′ ′ ′′  в рівняннях (15) не дають ніякого внеску ні в функцію ди-

сипації, ні в функцію накопичення. Скориставшись третім із співвідно-
шень (7) і умовами інваріантності відносно перетворення зсуву в часі в 
диференціальній формі, можна показати, що достатніми умовами рівно-
стей 

0ijg′ = , 0ijg′′ = , 0kg′ = , 0kg′′ =  
і тим самим зображення амплітудних рівнянь в потенціалах  

                                
, ,

,

ij ij
ij ij ij ij

k k
k k k k

U D U D

U D U DE E
D D D D
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′ ′′ ′′ ′∂ε ∂ε ∂ε ∂ε

∂ ∂ ∂ ∂′ ′′= − = +
′ ′′ ′′ ′∂ ∂ ∂ ∂

                              (17) 

є такі умови симетрії 
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,
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D D D D
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σ σ σ σ
ε ε ε ε

σ σ
ε ε

′ ′′∂ ∂ ′ ′′∂ ∂
− = −

′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂

′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂
− = −

′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂
′ ′′∂ ∂ ′ ′′∂ ∂
− = −

′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂

                                  (18) 

Диференціюючи рівності (17), легко переконатися, що ці умови є і 
необхідними. 
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Подібним чином можна отримати аналогічні результати для інших 
наборів незалежних змінних. Відповідна консервативна характеристика 
знаходиться шляхом розписування виразу для функції дисипації з вико-
ристанням відповідних умов інваріантності відносно перетворення зсу-
ву в часі в диференціальній формі. Наприклад, у випадку залежностей  

                                          

( )
( )
( )
( )

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,

ij ij kl kl k k

ij ij kl kl k k

j j kl kl k k
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E E
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D D E E

′ ′ ′ ′′ ′ ′′σ = σ ε ε

′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′σ = σ ε ε

′ ′ ′ ′′ ′ ′′= ε ε

′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= ε ε

                                       (19) 

розв’язок системи рівнянь 
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, , , ,

, , ,
ij ij ij ij k k k k kl kl l l

ij ij ij ij k k k k kl kl l l
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′′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′σ ε − σ ε + − = ε ε

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′σ ε + σ ε − − = ε ε
 

однозначно визначений і зображується у вигляді 

                                    
, ,

,

ij ij
ij ij ij ij

k k
k k k k

H D H D

H D H DD D
E E E E

∂ ∂ ∂ ∂′ ′′σ = − σ = +
′ ′′ ′′ ′∂ε ∂ε ∂ε ∂ε

∂ ∂ ∂ ∂′ ′′= − + = − −
′ ′′ ′′ ′∂ ∂ ∂ ∂

                            (21) 

тоді і тільки тоді, коли виконуються такі умови симетрії: 

                                  

,

,

,

ij ij kl kl

kl kl ij ij

k k l l

l l k k

ij ij k k

k k ij ij

D D D D
E E E E

D D
E E

σ σ σ σ
ε ε ε ε

σ σ
ε ε

′ ′′∂ ∂ ′ ′′∂ ∂
− = −

′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂

′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂
− = −

′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂

′ ′′ ⎛ ⎞∂ ∂ ′ ′′∂ ∂
− = − −⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                                (22) 

при цьому 

( )
1

0

, , ,ij ij k k
dH H E E λ′ ′′ ′ ′′= λε λε λ λ
λ∫ , 

( )
1

0

, , ,ij ij k k
dD D E E λ′ ′′ ′ ′′= λε λε λ λ
λ∫ . 

У загальному випадку розв’язок системи рівнянь (20) містить скла-
дові, аналогічні функціям , , ,ij ij k kg g g g′ ′′ ′ ′′  в рівняннях (15). Однак вони 
також не дають ніякого внеску в дисипативну D  і консервативну H  ха-
рактеристики. Сказати що-небудь більше про ці функції, як і про функ-
ції , , ,ij ij k kg g g g′ ′′ ′ ′′  з (15), не можна. 

Якщо амплітудні рівняння отримані в результаті усереднення за 
Гальоркіним (перша інтерпретація амплітудних рівнянь [5]) яких-
небудь загальних визначальних рівнянь, умова інваріантності амплітуд 
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відносно зсуву в часі виконується автоматично. При цьому виникає пи-
тання про виконання умов симетрії типу (18) і (22). Якщо в якості зага-
льних виступають кратноінтегральні співвідношення елект-
ров’язкопружності, для ядер яких постулюється «принцип взаємності», 
рівності (18) або (22) виконуються [3]. Більше того, мають місце силь-
ніші рівності, наприклад  

,ij ijkl kl

kl ij kl ij

′ ′′∂σ ∂σ′ ′′∂σ ∂σ
= =

′ ′ ′′ ′′∂ε ∂ε ∂ε ∂ε
, 

які є достатніми, але не необхідними для рівностей (18). Отже умови 
симетрії (18) допускають ширший клас амплітудних залежностей, що 
виражаються через потенціали, ніж припущення про виконання «прин-
ципу взаємності» для ядер загальної кратноінтегральної теорії елект-
ров’язкопружності. 

У загальному випадку питання про симетрію типу (18) або (22), як 
і питання про виконання «принципу взаємності», залишається відкри-
тим. Незважаючи на це, будь-які амплітудні рівняння, отримані в ре-
зультаті усереднення по Гальоркіну загальних рівнянь, допускають ви-
ділення потенціальної частини. Решта членів цих рівнянь типу функцій 

, , ,ij ij k kg g g g′ ′′ ′ ′′  в (15) не будуть впливати на дисипацію та накопичення і 
тому, як це робиться в подібних випадках в класичній континуальній 
механіці, можуть бути відкинуті. 

У лінійному випадку рівняння (17) і (21) є точними. 
Наведені результати отримано незалежно від типу матеріальної 

симетрії середовища. При їх використанні для середовищ з конкретною 
симетрією можна виходити з тих чи інших зображень скалярних функ-
цій тензорних аргументів в рівняннях (17) і (21). Це дозволяє конкрети-
зувати амплітудні рівняння безпосередньо за результатами експеримен-
тів на гармонічне навантаження. 

Якщо покласти 
U U iD= +% , 

то рівняння (17) можна записати в комплексному вигляді 

,ij k
ij ij k k

U U U Ui E i
D D

∂ ∂ ∂ ∂
σ = + = +

′ ′′ ′ ′′∂ε ∂ε ∂ ∂

% % % %
%% . 

Аналогічне співвідношення можна отримати для рівнянь (21). 
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POTENTIAL EQUATIONS OF ONE-FREQUENCY APPROACH  

TO STATIONARY OSCILLATIONS OF INELASTIC 
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This paper proposes a proof of possibility to express constitutive 

equations of physically nonlinear piezoelectric solids under monoharmonic 
loading in potentials in case of one-frequency oscillations. 

Key words: piezoelectric solids, monoharmonic approach, amplitude 
equations. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


