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У статті розглядаються випадкові ряди Діріхле вигляду 

 𝐹𝐹𝜔𝜔 (𝑧𝑧) = ∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)𝑒𝑒𝑧𝑧𝜆𝜆𝑘𝑘 , де (𝜆𝜆𝑘𝑘) – деяка послідовність, для якої 

0 = 𝜆𝜆0 < 𝜆𝜆𝑘𝑘 < 𝜆𝜆𝑘𝑘+1 → +∞(1 ≤ 𝑘𝑘 → +∞), а (𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔))𝑘𝑘=0
+∞  – послідовність 

випадкових величин на ймовірнісному просторі (𝛺𝛺,𝒜𝒜,𝑷𝑷). Кожне відо-
браження 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔):𝛺𝛺 → 𝔹𝔹 є таким, що ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥ – вимірна функція відно-
сно пари 𝜎𝜎-алгебр 𝒜𝒜 та ℬ(ℝ), де (𝔹𝔹, ∥⋅∥) – комплекснозначний банахів 
простір. Основними твердженнями роботи є теореми 1 і 2, які стосу-
ються оцінок абсцис збіжності вказаних вище рядів. 

Ключові слова: формальні ряди Діріхле, випадкові коефіцієнти, 
комплекснозначний банахів простір, абсциса збіжності, абсциса абсо-
лютної збіжності. 

 
1. Вступ. Нехай (Ω,𝒜𝒜,𝐏𝐏) – ймовірнісний простір, (𝔹𝔹, ∥⋅∥) – компле-

кснозначний банахів простір; зокрема, це може бути (𝔹𝔹, ∥⋅∥) = (ℂ, | ⋅ |), 
тобто, комплексною площиною з евклідовою нормою. Нехай 
Λ = (𝜆𝜆𝑘𝑘))𝑘𝑘=0

+∞  – зростаюча до +∞ послідовність невід’ємних чисел, а 
𝐟𝐟 = (𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔))𝑘𝑘=0

+∞  – послідовність банахово-значних випадкових величин 
на (Ω,𝒜𝒜,𝐏𝐏), тобто, кожне відображення 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔):Ω → 𝔹𝔹 є таким, що 
∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥ – вимірна функція відносно пари 𝜎𝜎-алгебр 𝒜𝒜 та ℬ(ℝ). У тако-
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му випадку писатимемо, що 𝐟𝐟 ∈ 𝔹𝔹∞ . Надалі, Λ – це послідовність показ-
ників, а 𝐟𝐟 ∈ 𝔹𝔹∞  – послідовність коефіцієнтів ряду Діріхле вигляду  

𝐹𝐹(𝑧𝑧) = 𝐹𝐹(𝑧𝑧,𝜔𝜔) = ∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)𝑒𝑒𝑧𝑧𝜆𝜆𝑘𝑘 .                             (1) 

Клас таких формальних рядів Діріхле позначатимемо через 𝒟𝒟(Λ,𝔹𝔹∞). 
У випадку комплексної площини ℂ, тобто, 𝔹𝔹 = ℂ (випадок рядів 

Діріхле з випадковими комплексно-значними коефіцієнтами), писати-
мемо просто 𝒟𝒟(Λ,𝔹𝔹∞): = 𝒟𝒟(Λ). 

Відзначимо, що у випадку коли 𝐦𝐦 = (𝑚𝑚𝑘𝑘)𝑘𝑘=0
+∞  – зростаюча послі-

довність цілих чисел 𝑚𝑚𝑘𝑘 ∈ ℤ+(𝑘𝑘 ∈ ℤ+), де ℤ+: = ℕ ∪ {0}, а 𝒦𝒦(𝐦𝐦) – клас 
формальних випадкових степеневих рядів вигляду  

𝑓𝑓(𝑠𝑠) = 𝑓𝑓(𝑠𝑠,𝜔𝜔) = ∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)𝑠𝑠𝑚𝑚𝑘𝑘(𝑠𝑠 ∈ ℂ, 𝜔𝜔 ∈ Ω),               (2) 

то вибираючи 𝜆𝜆𝑘𝑘 ≡ 𝑚𝑚𝑘𝑘 , 𝑠𝑠 = 𝑒𝑒𝑧𝑧 , з останнього ряду отримаємо ряд Діріх-
ле вигляду (1) з детермінованою послідовністю цілих невід’ємних пока-
зників 𝜆𝜆𝑘𝑘 ≡ 𝑚𝑚𝑘𝑘(𝑘𝑘 ≥ 0)). 

Зазначимо, що у статтях [2, 3, 4], зокрема, досліджувались гранич-
ні значення аналітичних функцій в одиничному крузі зі значеннями у 
сепарабельному банаховому просторі, дуальному до деякого іншого ба-
нахового простору. У статтях [5, 6, 8, 9] досліджувались різноманітні 
проблеми (в тому числі і проблеми збіжності), що стосуються рядів Ді-
ріхле з класу 𝒟𝒟(Λ,𝔹𝔹∞). 

Зауважимо спочатку, що як і у випадку звичайних степеневих ря-
дів, радіус збіжності 𝑅𝑅(𝜔𝜔): = 𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝐦𝐦) ряду вигляду (2) з 𝑓𝑓𝑘𝑘 ∈ 𝔹𝔹∞  можна 
знайти за формулою Коші-Адамара 

1
𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝐦𝐦)

= lim
𝑘𝑘→+∞

�∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥
𝑚𝑚𝑘𝑘 : = 𝑞𝑞(𝜔𝜔) 

для фіксованого 𝜔𝜔 ∈ Ω (див. [1, доведення твердження VII, 3.8]). Тобто, 
ряд збіжний за нормою в крузі {𝑧𝑧: |𝑧𝑧| < 𝑅𝑅},𝑅𝑅 = 1

𝑞𝑞(𝜔𝜔)
 і розбіжний в кож-

ній точці зовнішності цього круга. У випадку послідовності 𝐟𝐟 незалеж-
них комплексно-значних випадкових величин 𝑓𝑓𝑘𝑘  за законом нуля і оди-
ниці Колмогорова (див., наприклад, [10]) випадкова величина 𝑅𝑅(𝜔𝜔) є 
майже напевно (м.н.) стала, тобто 𝑅𝑅(𝜔𝜔) = 𝑅𝑅 ∈ [0, +∞] м.н. Випадок ко-
ли (|𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)|) однаково розподілені незалежні випадкові величини розг-
лянуто при 𝑚𝑚𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 ≥ 0) в [11], а для довільної послідовності 
𝐦𝐦 = (𝑚𝑚𝑘𝑘) в [12]. Випадок попарно незалежних випадкових величин 
(|𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)|) і 𝑚𝑚𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 ≥ 0) розглянуто в [13]. У статті [15] розглянуто 
випадок довільної послідовності 𝐦𝐦 = (𝑚𝑚𝑘𝑘), коли (|𝑓𝑓𝑘𝑘 |) є послідовністю, 
в загальному, неоднаково розподілених попарно незалежних випадко-
вих величин. А у статті [14] подібні твердження доведено для рядів Ді-
ріхле вигляду (1) з довільною зростаючою до нескінченності детерміно-
ваною послідовністю показників 𝜆𝜆𝑘𝑘(𝜔𝜔) ≡ 𝜆𝜆𝑘𝑘 . У статтях [16, 17] подібне 
розглянуто для рядів Діріхле з детермінованими комплексними коефіці-
єнтами і випадковими дійсними попарно незалежними показниками, а у 
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статті [18] – для рядів Діріхле з випадковими невід’ємними показника-
ми і випадковими комплексно-значними коефіцієнтами. 

Наш розгляд розпочнемо з рядів Діріхле вигляду (1) з детерміно-
ваною зростаючою до нескінченності послідовністю невід’ємних показ-
ників, тобто, такою послідовністю Λ, що 𝜆𝜆𝑘𝑘(𝜔𝜔) ≡ 𝜆𝜆𝑘𝑘(𝑘𝑘 ≥ 0), 
0 = 𝜆𝜆0 < 𝜆𝜆𝑘𝑘 < 𝜆𝜆𝑘𝑘+1 → +∞(1 ≤ 𝑘𝑘 → +∞). А потім у вигляді наслідків 
отримаємо аналоги теорем з [15] для степеневих рядів з класу 𝒦𝒦(𝐦𝐦) ви-
гляду (2), де 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∈ 𝔹𝔹(𝜔𝜔 ∈ Ω, 𝑘𝑘 ≥ 0) такі, що (∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) є послідовні-
стю попарно незалежних випадкових величин. 

2. Випадкові банахово-значні ряди Діріхле. Нехай (Ω,𝒜𝒜,𝐏𝐏) – 
ймовірнісний простір, а 𝐟𝐟 = (𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔))𝑘𝑘=0

+∞  – послідовність комплекснозна-
чних випадкових величин на ньому. Нехай Λ = (𝜆𝜆𝑘𝑘)𝑘𝑘=0

+∞  – зростаюча до 
+∞ послідовність невід’ємних чисел 𝜆𝜆𝑘𝑘 ∈ ℝ+(𝑘𝑘 ∈ ℤ+), де  
ℝ+: = [0, +∞), а 𝐹𝐹 ∈ 𝒟𝒟(Λ,𝔹𝔹∞), тобто, є формальним випадковим рядом 
Діріхле вигляду (1). 

Через 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) і 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔): = 𝜎𝜎𝑎𝑎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) позначимо, відповідно, абс-
циси збіжності за нормою і абсолютної збіжності, тобто, найбільші зна-
чення тих 𝑥𝑥, що для всіх 𝜎𝜎 < 𝑥𝑥, у першому випадку, 

lim
𝑁𝑁→+∞

∥ 𝐹𝐹(𝜎𝜎 + 𝑖𝑖𝑖𝑖) −� ‍
𝑁𝑁

𝑘𝑘=0

𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)𝑒𝑒(𝜎𝜎+𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜆𝜆𝑘𝑘 ∥= 0, 

а у другому випадку, крім цього, виконується ∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥ 𝑒𝑒𝜎𝜎𝜆𝜆𝑘𝑘 < +∞. 

Відомо ([20]–[22]), що для 𝐹𝐹 ∈ 𝒟𝒟(Λ) і фіксованого 𝜔𝜔 ∈ Ω 
𝜎𝜎𝑎𝑎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔): = lim

𝑘𝑘→+∞

−ln |𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)|
𝜆𝜆𝑘𝑘

≤ 𝜎𝜎𝑎𝑎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) + 𝜏𝜏(Λ),  (3) 

де 𝜏𝜏(Λ): = lim𝑛𝑛→∞
ln𝑛𝑛
𝜆𝜆𝑛𝑛

. Якщо 𝜏𝜏(Λ) = 0, то для фіксованого 𝜔𝜔 ∈ Ω звідси 
негайно маємо 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔). 

Якщо послідовність 𝐟𝐟 є послідовністю незалежних випадкових ве-
личин (𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)), то за законом нуля і одиниці Колмогорова ([10, c.43]) 
випадкова величина 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) є майже напевно (м.н.) сталою, тобто, 
𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 𝜎𝜎 ∈ [0, +∞] м.н. 

У статтях [23, 24] розглядалось питання про абсциси збіжності ви-
падкових рядів Діріхле з класу 𝒟𝒟(Λ) у випадку 𝜏𝜏(Λ) < +∞. Так, у статті 
[23, теорема 1] доведено, що у випадку, коли 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔), 
 𝜏𝜏(Λ) < +∞, lim

𝑘𝑘→+∞

−ln |𝑎𝑎𝑘𝑘 |
𝜆𝜆𝑘𝑘

= +∞, а для математичних сподівань викону-

ється умова  
(∃𝛼𝛼 > 0)(∀𝑘𝑘 ≥ 0):𝐌𝐌|𝑍𝑍𝑘𝑘 |𝛼𝛼 < +∞,                            (4) 

то 𝜎𝜎𝑎𝑎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = +∞ м.н. Якщо, крім цього, lim
𝑘𝑘→+∞

𝑘𝑘/𝜆𝜆𝑘𝑘 < +∞ (звідси ви-
пливає, що 𝜏𝜏(Λ) = 0 ) і  

(∃𝛽𝛽 > 0)(∀𝑘𝑘 ≥ 0):𝐌𝐌|𝑍𝑍𝑘𝑘 |−𝛽𝛽 < +∞,                           (5) 
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то ([23, теорема 3]) з умови lim
𝑘𝑘→+∞

−ln |𝑎𝑎𝑘𝑘 |
𝜆𝜆𝑘𝑘

= 0 випливає, що 𝜎𝜎𝑎𝑎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 0 

м.н. Не складно зауважити, що те ж саме отримаємо, якщо м.н. для всіх 
достатньо великих 𝑘𝑘 виконуються нерівності 𝑘𝑘−𝛾𝛾 ≤ |𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔)| < 𝑘𝑘𝛾𝛾 , 
𝛾𝛾 > 0. Останні ж нерівності за лемою Бореля-Кантелі випливають з 
умов (4) і (5) (що виконуються для всіх досить великих 𝑘𝑘), наприклад, з 
𝛾𝛾 = max{2/𝛼𝛼, 2/𝛽𝛽}. 

Найзагальніше, той самий висновок отримаємо коли  
lim
𝑘𝑘→+∞

−ln |𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔)|
𝜆𝜆𝑘𝑘

= 0м.н.                                      (6) 
Власне в статті [14] для класу рядів Діріхле 𝒟𝒟 знаходимо твердження, 
аналогом якого є таке твердження. 

Твердження 1. Нехай 𝜏𝜏(𝛬𝛬) = 0, 𝐹𝐹 ∈ 𝒟𝒟(𝛬𝛬,𝔹𝔹∞) і має коефіцієнти 
вигляду 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔), 𝑎𝑎𝑘𝑘 ∈ 𝔹𝔹. Якщо виконується умова (6), то м.н.  

𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 𝛼𝛼0: = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑘𝑘→+∞

−𝑙𝑙𝑙𝑙∥𝑎𝑎𝑘𝑘∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

.                         (7) 

Доведення. Спочатку доведемо, що для фіксованого 𝜔𝜔 ∈ Ω 
𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔): = lim

𝑘𝑘→+∞

−ln∥𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

≤ 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) + 𝜏𝜏(Λ),    (8) 

Нерівність 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) – очевидна. Нехай тепер 
𝑥𝑥 ∈ (−∞,𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔)) – довільне. Оскільки, 

∥ 𝑓𝑓𝑁𝑁 ∥ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝜆𝜆𝑁𝑁 ≤∥ 𝐹𝐹(𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖) −� ‍
𝑁𝑁

𝑘𝑘=0

𝑓𝑓𝑘𝑘𝑒𝑒(𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑖𝑖 )𝜆𝜆𝑘𝑘 ∥ + 

+∥ 𝐹𝐹(𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖) −� ‍
𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0

𝑓𝑓𝑘𝑘𝑒𝑒(𝑥𝑥+𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜆𝜆𝑘𝑘 ∥→ 0(𝑁𝑁 → +∞), 

то −ln ∥ 𝑓𝑓𝑁𝑁 ∥ −𝑥𝑥𝜆𝜆𝑁𝑁 → +∞  (𝑁𝑁 → +∞), звідки −ln ∥ 𝑓𝑓𝑁𝑁 ∥> 𝑥𝑥𝜆𝜆𝑁𝑁(𝑁𝑁 → +∞), 
тому 

𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔): = lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

≥ 𝑥𝑥. 

Залишається пригадати, що 𝑥𝑥 ∈ (−∞,𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔)) – довільне і спрямувати 
𝑥𝑥 → 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) − 0. Отже, 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔). 

Доведемо тепер, що 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) + 𝜏𝜏(Λ). Міркуючи від су-
противного, припустимо, що 4𝜀𝜀: = 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔) − �𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) + 𝜏𝜏(Λ)� > 0, і 
виберемо 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔) − 𝜀𝜀 − (𝜏𝜏(Λ) + 2𝜀𝜀). Тоді, 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔) − 𝜏𝜏(Λ)−
−3𝜀𝜀 = 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) + 𝜀𝜀 > 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔). З іншого боку, за означенням 𝜏𝜏(Λ), для 
всіх досить великих 𝑘𝑘 ≥ 𝑘𝑘0 виконується 𝜆𝜆𝑘𝑘 > ln𝑘𝑘

𝜏𝜏+𝜀𝜀
, а за означенням 

𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔) маємо −ln ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥> (𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔) − 𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 . Тому, для всіх досить 
великих 𝑘𝑘  (𝑘𝑘 ≥ 𝑘𝑘0) 
∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝜆𝜆𝑘𝑘 < 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔) + 𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘} = exp{−(𝜏𝜏(Λ) + 2𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘} < 

< 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒{−(𝜏𝜏(Λ) + 2𝜀𝜀)/(𝜏𝜏(Λ) + 𝜀𝜀)ln𝑘𝑘}. 
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Отже, ∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝜆𝜆𝑘𝑘 < +∞. Звідси, 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≥ 𝑥𝑥 > 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔). Супе-

речність. 
Твердження 1 тепер елементарно отримуємо з (8). Справді, за умо-

вою (6), з (8) отримуємо 

𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 𝛼𝛼0(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

= 

= lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑎𝑎𝑘𝑘 ∥ −ln|𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔)|
𝜆𝜆𝑘𝑘

= 

= lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑎𝑎𝑘𝑘 ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

+ lim
𝑘𝑘→+∞

−ln|𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔)|
𝜆𝜆𝑘𝑘

= lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑎𝑎𝑘𝑘 ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

. 

Нескладно зрозуміти, що у випадку 𝛼𝛼0 = +∞ для рівності 
𝜎𝜎𝑎𝑎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = +∞ м.н. замість умови 𝜏𝜏(Λ) = 0 достатньо, щоб 𝜏𝜏(Λ) < +∞. 
Власне, правильне таке твердження. 

Твердження 2. Нехай 𝜏𝜏(𝛬𝛬) < +∞,𝐹𝐹 ∈ 𝒟𝒟(𝛬𝛬,𝔹𝔹∞) і має коефіцієнти 
вигляду 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔), 𝑎𝑎𝑘𝑘 ∈ 𝔹𝔹. Якщо 𝛼𝛼0: = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑘𝑘→+∞

−𝑙𝑙𝑙𝑙∥𝑎𝑎𝑘𝑘∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

+ ∞ і вико-

нується умова 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑘𝑘→+∞

𝑙𝑙𝑙𝑙|𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔)|
𝜆𝜆𝑘𝑘

< +∞ м.н., 

то 𝜎𝜎зб(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) + ∞ м.н.  
Доведення. За нерівністю (8) маємо 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≥ lim

𝑘𝑘→+∞

−ln∥𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

− 𝜏𝜏(Λ), 

тому, за умовою, м.н. 

𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≥ lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑎𝑎𝑘𝑘 ∥ −ln|𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔)|
𝜆𝜆𝑘𝑘

− 𝜏𝜏(Λ) ≥ 

≥ lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑎𝑎𝑘𝑘 ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

− lim
𝑘𝑘→+∞

ln|𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔)|
𝜆𝜆𝑘𝑘

− 𝜏𝜏(Λ) = +∞. 

У статтях [16, 18] відзначається, що умову (6) можна замінити 
умовою на послідовність функцій розподілу випадкових величин 
(|𝑍𝑍𝑘𝑘(𝜔𝜔)|). 

У статтях [14, 16, 17, 18, 19] у загальному випадку рядів з класу 
𝒟𝒟(Λ) знайдено подібну умову, яка виявляється і у певному сенсі близь-
кою до необхідної, і яка гарантує, що абсциса збіжності ряду Діріхле 
𝐹𝐹(𝑧𝑧,𝜔𝜔) м.н. дорівнює наперед заданому дійсному числу. У цьому пунк-
ті метою є встановлення оцінок абсцис збіжності випадкових банахово-
значних рядів Діріхле, з яких, зокрема, випливатиме щойно описаний 
ефект. 

Наступний варіант леми Бореля-Кантелі дозволить нам, як і у 
статтях [14, 16, 17, 18, 19], замість умови сукупної незалежності послі-
довності випадкових величин використовувати умову їхньої попарної 
незалежності. 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2022. – № 17(64) 

14 

Лема 1. Нехай (𝐴𝐴𝑘𝑘) – довільна послідовність подій, тобто, 
𝐴𝐴𝑘𝑘 ∈ 𝒜𝒜(𝑘𝑘 ∈ ℕ). Виконуються наступні твердження: 

1. Якщо збігається ряд ∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 𝑷𝑷(𝐴𝐴𝑘𝑘), то серед подій (𝐴𝐴𝑘𝑘) з ймовір-

ністю, що дорівнює одиниці, відбувається лише скінченна їх кількість, 
тобто, 𝑷𝑷(𝐶𝐶) = 1, де 𝐶𝐶: = ⋂ ‍∞

𝑁𝑁=0 ⋃ ‍∞
𝑘𝑘=𝑁𝑁 𝐴𝐴𝑘𝑘  – подія, яка полягає в тому, 

що серед подій (𝐴𝐴𝑘𝑘) відбувається нескінченна їх кількість. 
2. ([25]–[27, с.84]) Якщо події (𝐴𝐴𝑘𝑘) попарно незалежні і 𝑷𝑷(𝐶𝐶) = 1, 

тобто, серед подій (𝐴𝐴𝑘𝑘) з ймовірністю, що дорівнює одиниці, відбува-
ється лише скінченна їх кількість, то ∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 𝑷𝑷(𝐴𝐴𝑘𝑘) < +∞.  
Друга частина цієї леми є уточненням добре відомого зі стандарт-

них курсів теорії ймовірностей варіанту леми Бореля-Кантелі (див, на-
приклад, [10, c.7]), у якій припускається сукупна незалежність подій 
(𝐴𝐴𝑘𝑘). 

2. Основні теореми. Далі доведемо спочатку у цьому пункті дві 
теореми. 

Теорема А. Нехай 𝜏𝜏(𝛬𝛬) = 0 і 𝐹𝐹 ∈ 𝒟𝒟(𝛬𝛬,𝔹𝔹∞). Припустимо, що 
(∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) – послідовність попарно незалежних випадкових величин з 
функціями розподілу 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥): = 𝑷𝑷{𝜔𝜔: ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥< 𝑥𝑥}, 𝑥𝑥 ∈ ℝ,𝑘𝑘 ≥ 0. Викону-
ються наступні твердження: 

a) Якщо 𝜎𝜎(𝜔𝜔) = 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≥ 𝜌𝜌 ∈ (−∞, +∞) м.н., то 

(∀𝜀𝜀 > 0):� ‍
+∞

𝑘𝑘=0
(1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘((𝑒𝑒−𝜌𝜌 + 𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 )) < ∞. 

б) Якщо існує послідовність (𝛿𝛿𝑘𝑘) така, що 𝛿𝛿𝑘𝑘 > −∞(𝑘𝑘 ≥ 0), 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑘𝑘→+∞

𝛿𝛿𝑘𝑘 = 𝑒𝑒−𝜌𝜌 , 𝜌𝜌 ∈ (−∞, +∞], і ∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 (1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿𝑘𝑘

𝜆𝜆𝑘𝑘)) = +∞, то 

 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 𝜌𝜌 м.н. 
Доведення теореми А. Повторюємо схему міркувань з доведення 

відповідного твердження зі статті [14]. 
a) Спочатку припустимо, що 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≥ 𝜌𝜌 ∈ (−∞, 0] м.н., тоді, з (8) 

при 𝜏𝜏(Λ) = 0 маємо, що  

(∃𝐵𝐵 ∈ 𝒜𝒜,𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 1)(∀𝜔𝜔 ∈ 𝐵𝐵): lim
𝑘𝑘→+∞

ln ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

≤ −𝜌𝜌. 

За означенням верхньої границі звідси маємо 
(∀𝜔𝜔 ∈ 𝐵𝐵)(∀𝜀𝜀 > 0)(∃𝑘𝑘∗(𝜔𝜔) ∈ ℕ)(∀𝑘𝑘 ⩾ 𝑘𝑘∗(𝜔𝜔)): ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥< (𝑒𝑒−𝜌𝜌 + 𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 , 

Позначимо 𝐴𝐴𝑘𝑘 : = {𝜔𝜔: ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥< (𝑒𝑒−𝜌𝜌 + 𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 }. Очевидно, що 
𝐵𝐵 ⊂ 𝐶𝐶: = ⋃ ‍∞

𝑁𝑁=0 ⋂ ‍∞
𝑘𝑘=𝑁𝑁 𝐴𝐴𝑘𝑘 , а подія 𝐶𝐶: = ⋂ ‍∞

𝑁𝑁=0 ⋃ ‍∞
𝑘𝑘=𝑁𝑁 𝐴𝐴𝑘𝑘  полягає в тому, що 

“серед подій послідовності (𝐴𝐴𝑘𝑘) відбувається нескінченна їх кількість”. 
Оскільки 𝑃𝑃(𝐶𝐶) = 1, то 𝑃𝑃(𝐶𝐶) = 0, а з попарної незалежності випадкових 
величин (∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) випливає попарна незалежність подій (𝐴𝐴𝑘𝑘), то за 
сформульованою вище другою частиною леми Бореля-Кантелі 
∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑘𝑘) < +∞. Залишається врахувати, що 

𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑘𝑘) = 1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘((𝑒𝑒−𝜌𝜌 + 𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘). 
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Припустимо тепер, що 𝜎𝜎(𝜔𝜔,𝐹𝐹) ≥ 𝜌𝜌 > 0 м.н. Тоді, для ряду Діріхле 
𝐹𝐹∗(𝑧𝑧,𝜔𝜔) = ∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 𝑓𝑓𝑘𝑘∗(𝜔𝜔)𝑒𝑒𝑧𝑧𝜆𝜆𝑘𝑘 , де 𝑓𝑓𝑘𝑘∗(𝜔𝜔) = 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)𝑒𝑒𝜌𝜌𝜆𝜆𝑘𝑘 , абсциса збіжності 
𝜎𝜎∗(𝜔𝜔) = 𝜎𝜎(𝜔𝜔,𝐹𝐹) − 𝜌𝜌 ≥ 0 м.н., а функція розподілу випадкової величини 
∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘∗(𝜔𝜔) ∥ дорівнює 𝐹𝐹𝑘𝑘∗(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥 ⋅ 𝑒𝑒−𝜌𝜌𝜆𝜆𝑘𝑘), і тому 

𝐹𝐹𝑘𝑘∗((1 + 𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 ) = 𝐹𝐹𝑘𝑘((𝑒𝑒−𝜌𝜌 + 𝜀𝜀1)𝜆𝜆𝑘𝑘), 𝜀𝜀1 = 𝜀𝜀𝑒𝑒−𝜌𝜌 . 
Ця рівність і завершує доведення цього п.a). 

б) Знову, подібно як у статті [14], позначимо 𝐴𝐴𝑘𝑘 = {𝜔𝜔: ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥< 𝛿𝛿𝑘𝑘
𝜆𝜆𝑘𝑘 }. 

Тоді 

� ‍
+∞

𝑘𝑘=0
𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑘𝑘) = � ‍

+∞

𝑘𝑘=0
(1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿𝑘𝑘

𝜆𝜆𝑘𝑘)) = +∞ 

і за другою частиною леми Бореля-Кантелі 𝑃𝑃(𝐶𝐶) = 1, де  
𝐶𝐶: = ⋂ ‍∞

𝑁𝑁=0 ⋃ ‍∞
𝑘𝑘=𝑁𝑁 𝐴𝐴𝑘𝑘 . Звідси, 

(∀𝜔𝜔 ∈ 𝐶𝐶)(∀𝑁𝑁 ∈ ℤ+)(∃𝑘𝑘𝑁𝑁(𝜔𝜔) ≥ 𝑁𝑁): ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥≥ 𝛿𝛿𝑘𝑘
𝜆𝜆𝑘𝑘 (𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑁𝑁(𝜔𝜔),𝑁𝑁 ≥ 1), 

тому −ln ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥≤ −𝜆𝜆𝑘𝑘 ln𝛿𝛿𝑘𝑘(𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑁𝑁(𝜔𝜔),𝑁𝑁 ≥ 1), звідки остаточно м.н. 

𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

≤ lim
𝑁𝑁→+∞ ,
𝑘𝑘=𝑘𝑘𝑁𝑁 (𝜔𝜔 )

−ln ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

≤ − lim
𝑘𝑘→+∞

ln𝛿𝛿𝑘𝑘 = 𝜌𝜌. 

Теорема Б. Нехай 𝜏𝜏(𝛬𝛬) = 0 і 𝐹𝐹 ∈ 𝒟𝒟(𝛬𝛬,𝔹𝔹∞). Припустимо, що 
(∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) – послідовність випадкових величин з функціями розподілу 
𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥): = 𝑷𝑷{  𝜔𝜔: ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥< 𝑥𝑥}, 𝑥𝑥 ∈ ℝ,𝑘𝑘 ≥ 0. Виконуються наступні 
твердження: 

a) Якщо існують 𝜌𝜌 ∈ (−∞, +∞), 𝜀𝜀 > 0 такі, що 
 ∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 (1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑒𝑒(−𝜌𝜌+𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 )) < ∞, то𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≥ 𝜌𝜌 − 𝜀𝜀 м.н. 
б) Якщо 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = −∞ м.н., то (∀𝐸𝐸 > 1):∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 (1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝐸𝐸𝜆𝜆𝑘𝑘 )) = +∞. 
Доведення теореми Б.  
a) Подібно, як і у статті [14], позначимо 

𝐴𝐴𝑘𝑘 = {𝜔𝜔: ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)| < 𝑒𝑒(−𝜌𝜌+𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 }. 
Оскільки 1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘�𝑒𝑒(−𝜌𝜌+𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 � = 𝑃𝑃�𝐴𝐴𝑘𝑘�, то з умови ∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 (1 − 
−𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑒𝑒(−𝜌𝜌+𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 ) < ∞ отримаємо, що ∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑘𝑘) < ∞, і за першою час-
тиною леми Бореля-Кантелі 𝑃𝑃(𝐶𝐶) = 0, де 𝐶𝐶: = ⋂ ‍∞

𝑁𝑁=0 ⋃ ‍∞
𝑘𝑘=𝑁𝑁 𝐴𝐴𝑘𝑘 . Звідси 

𝑃𝑃(𝐶𝐶) = 1, 𝐶𝐶: = ⋃ ‍∞
𝑁𝑁=0 ⋂ ‍∞

𝑘𝑘=𝑁𝑁 𝐴𝐴𝑘𝑘  Тому, для кожного 𝜔𝜔 ∈ 𝐶𝐶 існує  
𝑘𝑘 = 𝑘𝑘∗(𝜔𝜔) таке, що 𝜔𝜔 ∈ 𝐴𝐴𝑘𝑘  для всіх 𝑘𝑘 ≥ 𝑘𝑘∗(𝜔𝜔), тобто (∀𝑘𝑘 ⩾ 𝑘𝑘∗(𝜔𝜔)): ∥
𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥< 𝑒𝑒(−𝜌𝜌+𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 . Звідки 

𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = lim
𝑘𝑘→+∞

−ln ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

≥ −lim𝑘𝑘→+∞
ln(𝑒𝑒(−𝜌𝜌+𝜀𝜀)𝜆𝜆𝑘𝑘 )

𝜆𝜆𝑘𝑘
= 𝜌𝜌 − 𝜀𝜀   м.н. 

б) За умовою маємо, що 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = −∞ м.н. Тому, за означенням 
верхньої границі lim

𝑘𝑘→+∞

ln∥𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)∥
𝜆𝜆𝑘𝑘

= +∞  м.н. маємо, що 
(∃𝐵𝐵 ∈ 𝒜𝒜, 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 1)(∀𝜔𝜔 ∈ 𝐵𝐵)(∀𝐸𝐸 > 1)(∀𝑁𝑁 ∈ ℤ+)(∃𝑘𝑘𝑁𝑁(𝜔𝜔) ≥ 

≥ 𝑁𝑁,𝑘𝑘𝑁𝑁(𝜔𝜔) ∈ ℕ): ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥≥ 𝐸𝐸𝜆𝜆𝑘𝑘 (𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑁𝑁(𝜔𝜔)). 
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Останнє означає, що 𝐵𝐵 ⊂ 𝐶𝐶: = ⋂ ‍∞
𝑁𝑁=0 ⋃ ‍∞

𝑘𝑘=𝑁𝑁 𝐴𝐴𝑘𝑘 , де 𝐴𝐴𝑘𝑘 = 
= {𝜔𝜔: ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥≥ 𝐸𝐸𝜆𝜆𝑘𝑘 }, звідки, 𝑃𝑃(𝐶𝐶) = 1. Звідси, за першою частиною 
леми Бореля-Кантелі отримуємо, що∑ ‍∞

𝑘𝑘=0 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑘𝑘) = +∞. 
Але виконується рівність 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑘𝑘) = 1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝐸𝐸𝜆𝜆𝑘𝑘 ). Тому, теорему Б 

повністю доведено.  
3. Деякі наслідки. Отримаємо кілька наслідків з доведених вище 

теорем.  
Твердження 3. Нехай 𝑓𝑓 ∈ 𝒟𝒟(𝛬𝛬,𝔹𝔹∞), а випадкові величини 

(∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) – попарно незалежні. Якщо існують додатні випадкові ве-
личини 𝑎𝑎(𝜔𝜔), 𝑏𝑏(𝜔𝜔) такі, що  

(∃𝑘𝑘0 ∈ ℤ+)(∀𝑥𝑥 ≥ 0)(∀𝑘𝑘 ≥ 𝑘𝑘0):𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≤ 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑥𝑥): = 𝑃𝑃{𝜔𝜔:𝑎𝑎(𝜔𝜔) < 𝑥𝑥} ∧
𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≥ 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑥𝑥): = 𝑃𝑃{𝜔𝜔: 𝑏𝑏(𝜔𝜔) < 𝑥𝑥},𝐹𝐹𝑎𝑎(+0) < 1 та 

(∀𝜀𝜀 > 0):𝐌𝐌(𝑛𝑛Λ( ln𝑏𝑏
1+𝜀𝜀

)) < +∞,                                (9) 
де 𝑛𝑛Λ(t): = ∑ ‍𝜆𝜆𝑘𝑘≤𝑡𝑡 1 – лічильна функція послідовності Λ, то 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 0 
м.н.  

Доведення. Перевіримо спочатку, що можна застосувати п. б) тео-
реми А. Оскільки для 𝛿𝛿𝑘𝑘 = (𝜆𝜆𝑘𝑘)−1/𝜆𝜆𝑘𝑘  маємо 𝛿𝛿𝑘𝑘 → 1 − 0,  
𝛿𝛿𝑘𝑘
𝜆𝜆𝑘𝑘 → 0(𝑘𝑘 → +∞), то 𝜌𝜌 = 0 і для всіх досить великих 𝑘𝑘(𝑘𝑘 ≥ 𝑘𝑘0), 

1 − 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝛿𝛿𝑘𝑘
𝜆𝜆𝑘𝑘 ) ≥ 1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿𝑘𝑘

𝜆𝜆𝑘𝑘) ≥ 1 − (1 + 𝐹𝐹𝑎𝑎(+0))/2 = (1 − 𝐹𝐹𝑎𝑎(+0))/2 > 0, 
звідки, 

� ‍
+∞

𝑘𝑘=𝑘𝑘0

(1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿𝑘𝑘
𝜆𝜆𝑘𝑘)) ≥� ‍

+∞

𝑘𝑘=𝑘𝑘0

1 − 𝐹𝐹𝑎𝑎(+0)
2

= +∞, 

тобто, умови п. б) теореми А виконуються і тому 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 0м.н. 
Доведемо тепер протилежну нерівність. Переконаємось в тому, що 

можна застосувати п. а) теореми Б. Зауважимо, що  

𝐌𝐌�𝑛𝑛Λ �
ln𝑏𝑏

1 + 𝜀𝜀
�� = � ‍

+∞

0
𝑛𝑛Λ �

ln𝑥𝑥
1 + 𝜀𝜀

�  𝑑𝑑𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑥𝑥) = 

= −𝑛𝑛Λ(𝑡𝑡)(1− 𝐹𝐹𝑏𝑏((1 + 𝜀𝜀0)𝑡𝑡))|−∞+∞ + 

+� ‍
+∞

0
(1 − 𝐹𝐹𝑏𝑏((1 + 𝜀𝜀0)𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛Λ(𝑡𝑡) = �‍

+∞

𝑘𝑘=0

(1 − 𝐹𝐹𝑏𝑏((1 + 𝜀𝜀0)𝜆𝜆𝑘𝑘 )), 

де 𝜀𝜀0 = 𝑒𝑒1+𝜀𝜀 − 1. Тоді з умов нашого твердження 3 випливає, що для 
будь-якого 𝜀𝜀1 > 0: 

� ‍
+∞

𝑘𝑘=0
(1 − 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑒𝑒𝜀𝜀1𝜆𝜆𝑘𝑘)) < +∞. 

Справді, для цього досить вибрати 𝜀𝜀1 = ln(1 + 𝜀𝜀0), бо тоді 
𝑒𝑒𝜀𝜀1𝜆𝜆𝑘𝑘 = (1 + 𝜀𝜀0)𝜆𝜆𝑘𝑘 . Тобто, отримуємо, що виконується умова п. а) тео-
реми Б з 𝜌𝜌 = 0. Тоді, застосування теореми Б доводить, що  
𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≥ −𝜀𝜀1 м.н. 
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Нехай тепер 𝐵𝐵1 = {𝜔𝜔:𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 0},𝐏𝐏(𝐵𝐵1) = 1,𝐵𝐵 = 𝐵𝐵(𝜀𝜀1) = 
= {𝜔𝜔:𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≥ −𝜀𝜀1},𝐏𝐏(𝐵𝐵) = 1. Виберемо далі 𝜀𝜀1 = 1

𝑘𝑘
(𝑘𝑘 ≥ 2),  

𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝐵𝐵(𝜀𝜀1), 𝐵𝐵0 = ⋂ ‍+∞
𝑘𝑘=1 𝐵𝐵𝑘𝑘 . Зауважимо, що 𝐏𝐏(𝐵𝐵0) = 1. Тому, для кожно-

го 𝜔𝜔 ∈ 𝐵𝐵0 і для всіх 𝑘𝑘 ≥ 2 виконується − 1
𝑘𝑘
≤ 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) ≤ 0. Залишається 

спрямувати 𝑘𝑘 → +∞.  
Наслідок 1. Нехай 𝑓𝑓 ∈ 𝒟𝒟(𝛬𝛬,𝔹𝔹∞), а випадкові величини 

(∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) – попарно незалежні. Якщо існують додатні випадкові ве-
личини 𝑎𝑎(𝜔𝜔), 𝑏𝑏(𝜔𝜔) такі, що  

(∃𝑘𝑘0 ∈ ℤ+)(∀𝑥𝑥 ≥ 0)(∀𝑘𝑘 ≥ 𝑘𝑘0):𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≤ 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑥𝑥): = 
= 𝑃𝑃{𝜔𝜔:𝑎𝑎(𝜔𝜔) < 𝑥𝑥} ∧ 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≥ 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑥𝑥): = 𝑃𝑃{𝜔𝜔: 𝑏𝑏(𝜔𝜔) < 𝑥𝑥},𝐹𝐹𝑎𝑎(+0) < 1  
та (∃  𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ (0, +∞)):𝑛𝑛Λ(𝑡𝑡) ≤ 𝛽𝛽𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡0),𝐌𝐌((ln+𝑏𝑏)𝛼𝛼) < +∞, то 
𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 0 м.н.   

Доведення. Оскільки за умовою 

𝐌𝐌(𝑛𝑛Λ(
ln𝑏𝑏

1 + 𝜀𝜀
)) ≤ 𝐌𝐌(𝛽𝛽(

ln𝑏𝑏
1 + 𝜀𝜀

)𝛼𝛼) =
𝛽𝛽

(1 + 𝜀𝜀)𝛼𝛼
𝐌𝐌((ln𝑏𝑏)𝛼𝛼) < +∞, 

то умови твердження 3 виконуються. Залишається скористатися цим 
твердженням.  

Якщо 𝜆𝜆𝑘𝑘 ≡ 𝑘𝑘, то можна вибрати 𝛼𝛼 = 1 і звідси отримаємо теорему 
2.1 з [13], доведену там для звичайних степеневих рядів з незалежними 
в сукупності однаково розподіленими коефіцієнтами. 

Відзначимо наступний простий наслідок у випадку, коли  
(∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) є послідовністю попарно незалежних випадкових величин з 
однією і тією ж функцією розподілу (“половина” стандартного розподі-
лу Коші)  

𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≡ 𝐹𝐹𝒦𝒦(𝑥𝑥) = �
2
𝜋𝜋
� ‍
𝑥𝑥

0

𝑑𝑑𝑑𝑑
1 + 𝑡𝑡2 , 𝑥𝑥 ≥ 0,

0, 𝑥𝑥 < 0.
� 

Вибираючи 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝒦𝒦(𝑥𝑥), за наслідком 1 отримуємо таке тве-
рдження.  

Наслідок 2. Нехай 𝑓𝑓 ∈ 𝒟𝒟(𝛬𝛬,𝔹𝔹∞), а випадкові величини (∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) – 
попарно незалежні однаково розподілені з функцією розподілу 𝐹𝐹𝒦𝒦(𝑥𝑥). 
Якщо (∃  𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ (0, +∞)):𝑛𝑛Λ(𝑡𝑡) ≤ 𝛽𝛽𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡0),то 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 0 м.н.  

Доведення. Перевіримо виконання умов наслідку 1. Справді, 
𝐹𝐹𝒦𝒦(+0) = 0, а за умовою 

𝐌𝐌((ln+𝑏𝑏)𝛼𝛼) =
2
𝜋𝜋
� ‍

+∞

0

(ln+𝑥𝑥)𝛼𝛼

1 + 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑑𝑑 < +∞. 

Залишається пригадати, що умова �∃  𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ (0, +∞)�:𝑛𝑛Λ(𝑡𝑡) ≤ 
≤ 𝛽𝛽𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡0), є умовою наслідку 1.  

Сформулюємо інший наслідок у випадку, коли попарно незалежні 
випадкові величини (∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) мають, взагалі кажучи, різні експонен-
ційні розподіли. 
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Наслідок 3. Нехай 𝑓𝑓 ∈ 𝒟𝒟(𝛬𝛬,𝔹𝔹∞), а випадкові величини (∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) – 
попарно незалежні з функціями розподілу 

𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝛽𝛽𝑘𝑘(𝑥𝑥) = �1 − 𝑒𝑒−𝛽𝛽𝑘𝑘𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ≥ 0,
0, 𝑥𝑥 < 0.

� 

Якщо існують 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 > 0 такі, що 𝑏𝑏 ≤ 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≤ 𝑎𝑎, а також (∃  𝛼𝛼, 
𝛽𝛽 ∈ (0, +∞)):𝑛𝑛𝛬𝛬(𝑡𝑡) ≤ 𝛽𝛽𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡0), то 𝜎𝜎(𝐹𝐹,𝜔𝜔) = 0 м.н. 

Доведення. Перевіримо виконання умов наслідку 1. Для цього ви-
беремо в наслідку 1𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝛽𝛽(𝑥𝑥) при 𝛽𝛽 = 𝑎𝑎 і 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝛽𝛽 (𝑥𝑥) при 
 𝛽𝛽 = 𝑏𝑏. Тоді, 𝐹𝐹𝑎𝑎(+0) = 0, а за умовою  

𝐌𝐌((ln+𝑏𝑏)𝛼𝛼) = 𝑏𝑏� ‍
+∞

0
(ln+𝑥𝑥)𝛼𝛼𝑒𝑒−𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑑𝑑𝑑𝑑 < +∞. 

Залишається знову пригадати, що умова �∃  𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ (0, +∞)�:𝑛𝑛Λ(𝑡𝑡) ≤ 
≤ 𝛽𝛽𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡0), є умовою наслідку 1.  

Сформулюємо таку теорему для банахово-значних степеневих ря-
дів з класу 𝒦𝒦(𝐦𝐦). Вона отримується простим переформулюванням до-
веденої вище теореми А. 

Теорема В. Припустимо, що 𝑓𝑓 ∈ 𝒦𝒦(𝒎𝒎) і має вигляд (2), а 
(∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) – послідовність попарно незалежних випадкових величин з 
функціями розподілу 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥): = 𝑃𝑃{  𝜔𝜔: ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥< 𝑥𝑥}, 𝑥𝑥 ∈ ℝ,𝑘𝑘 ≥ 0. Тоді 
виконуються такі два твердження: 

a) Якщо 𝑅𝑅(𝜔𝜔) = 𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝐦𝐦) ≥ 𝜌𝜌 ∈ (0, +∞) м.н., то (∀𝜀𝜀 > 0): 
∑ ‍+∞
𝑘𝑘=0 (1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘((1/𝜌𝜌 + 𝜀𝜀)𝑚𝑚𝑘𝑘)) < ∞(𝜌𝜌 ∈ (0, +∞)). 

б) Якщо існує послідовність (𝛿𝛿𝑘𝑘) така, що 𝛿𝛿𝑘𝑘 > 0(𝑘𝑘 ≥ 0),  
𝛿𝛿𝑘𝑘 → 1/𝜌𝜌(𝑘𝑘 → +∞),𝜌𝜌 ∈ [0, +∞), і ∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 (1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑘𝑘)) = +∞, то 

𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝐦𝐦) ≤ 𝜌𝜌 м.н.  
Нескладно подібно переформулювати і твердження теореми 2. 
Сформулюємо ще ряд тверджень, які можна трактувати, як наслід-

ки для класу 𝒦𝒦(𝐦𝐦), доведених вище тверджень і наслідків. 
Твердження 4. Нехай 𝑓𝑓 ∈ 𝒦𝒦(𝒎𝒎) і (∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) попарно незалежні. 

Тоді: 
10. якщо існує (𝛿𝛿 > 0) така, що 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿): 𝑘𝑘 ∈ ℤ+}: = 𝛥𝛥 < 1, тоді 

𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝒎𝒎) ≤ 1 м.н. 
20. якщо існує додатна випадкова величина 𝑎𝑎(𝜔𝜔) така, яка 

(∀𝑥𝑥 ≥ 0)(∀𝑘𝑘 ∈ ℤ+):𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≤ 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝑥𝑥): = 𝑃𝑃{𝜔𝜔:𝑎𝑎(𝜔𝜔) < 𝑥𝑥} і 𝐹𝐹𝑎𝑎(+0) < 1, тоді 
𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝒎𝒎) ≤ 1 м.н.   

Доведення твердження 4. 10. зважаючи на те, що  
1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘�𝛿𝛿𝑘𝑘

𝑚𝑚𝑘𝑘� = 1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿) ≥ 1 − Δ 
для 𝛿𝛿𝑘𝑘 = 𝛿𝛿1/𝑚𝑚𝑘𝑘  за п. b) з теореми В отримуємо твердження пункту 10. 

20. Досить зазначити, що з умов випливає, що існує 𝛿𝛿 > 0 таке що 
𝐹𝐹𝑎𝑎(𝛿𝛿) < 1 і тому Δ = sup{𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿):𝑘𝑘 ∈ ℤ+} ≤ 𝐹𝐹𝑎𝑎(𝛿𝛿) < 1. Отже, п. 20 отри-
муємо з п. 10.  
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Твердження 5. Нехай 𝑓𝑓 ∈ 𝒦𝒦(𝒎𝒎). Якщо існує додатна випадкова 
величина 𝑏𝑏(𝜔𝜔) така, що 

(∀𝑥𝑥 ≥ 0)(∀𝑘𝑘 ∈ ℤ+):𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≥ 𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑥𝑥): = 𝑃𝑃{𝜔𝜔: 𝑏𝑏(𝜔𝜔) < 𝑥𝑥} 
і для кожного 𝜀𝜀 > 0, ∫ ‍+∞

0 𝐶𝐶( 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
1+𝜀𝜀

)  𝑑𝑑𝐹𝐹𝑏𝑏(𝑥𝑥) < +∞, де 𝐶𝐶(𝑡𝑡) = ∑ ‍𝑚𝑚𝑘𝑘≤𝑡𝑡 1 – лі-
чильна функція послідовності 𝒎𝒎 = (𝑚𝑚𝑘𝑘), тоді 𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝒎𝒎) ≥ 1 м.н.  

Наслідок 4. Нехай 𝑓𝑓 ∈ 𝒦𝒦(𝒎𝒎) і (∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) є попарно незалежні. 
Якщо (∃𝛿𝛿 > 0): 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝐹𝐹𝑘𝑘(𝛿𝛿): 𝑘𝑘 ∈ ℤ+}: = 𝛥𝛥 < 1, і існує послідовність 
(𝜀𝜀𝑘𝑘): 𝜀𝜀𝑘𝑘 → +0(𝑘𝑘 → +∞) і ∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 (1 − 𝐹𝐹𝑘𝑘((1 + 𝜀𝜀𝑘𝑘)𝑚𝑚𝑘𝑘)) < ∞, тоді 
𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝒎𝒎) = 1 м.н.   

Наслідок 5. Нехай 𝑓𝑓 ∈ 𝒦𝒦(𝒎𝒎) і (∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥) попарно незалежні. 
Якщо існують додатні випадкові величини 𝑎𝑎(𝜔𝜔) і 𝑏𝑏(𝜔𝜔) як у твердженні 
4 і 5, то 𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝒎𝒎) = 1 м.н. 

Зауваження 1. Наслідок 4 встановлений у випадку звичайних ла-
унарних степеневих рядів з незалежними в сукупності коефіцієнтами 
однаково розподілених випадкових величин (тобто 𝐹𝐹𝑘𝑘 ≡ 𝐹𝐹) у статті Ар-
нолда [11], а наслідок 5 у випадку 𝑚𝑚𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 ≥ 0) у статті Ротерса [13]. 
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RANDOM BANACH-VALUED DIRICHLET SERIES  
WITH A INCREASING DETERMINISTIC SEQUENCE  

OF POSITIVE EXPONENTS 
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The article deals with random Dirichlet series of the form 
 𝐹𝐹𝜔𝜔 (𝑧𝑧) = ∑ ‍+∞

𝑘𝑘=0 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔)𝑒𝑒𝑧𝑧𝜆𝜆𝑘𝑘 , where (𝜆𝜆𝑘𝑘) is some sequence such that  
0 = 𝜆𝜆0 < 𝜆𝜆𝑘𝑘 < 𝜆𝜆𝑘𝑘+1 → +∞(1 ≤ 𝑘𝑘 → +∞), and (𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔))𝑘𝑘=0

+∞ is a sequence of 
random variables on the probability space (𝛺𝛺,𝒜𝒜,𝑷𝑷) such that each mapping 
𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔):𝛺𝛺 → 𝔹𝔹 is such that ∥ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝜔𝜔) ∥ is a measurable function with respect to 
pairs of 𝜎𝜎-algebras 𝒜𝒜 and ℬ(ℝ), where (𝔹𝔹, ∥⋅∥) is complex-valued Banach 
space. The main statements of the paper are Theorems 1 and 2 and concern 
the estimates of the abscissas of convergence of the above series. 

Keywords: formal Dirichlet series, random coefficients, complex va-
lued Banach space, convergence abscissa, absolute convergence abscissa. 
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