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Розглянуто питання коректної розв’язності та побудови 
розв’язку за системою ортогональних функцій крайової задачі з даними 
на всій межі області для лінійного однорідного гіперболічного рівняння 
другого порядку зі змінними за просторовими координатами 
коефіцієнтами. Для випадку, коли праві частини крайових умов задано 
з похибкою, побудовано регуляризуючий алгоритм для знаходження 
наближеного розв’язку розглядуваної задачі. 

Ключові слова: крайова задача, гіперболічні рівняння, малі 
знаменники, міра Лебега, метод регуляризації, наближений розв’язок 

Крайові задачі з даними на всій межі області для гіперболічних 
рівнянь та систем рівнянь є, взагалі кажучи, некоректними (наприклад, 
задача типу Діріхле для хвильового рівняння [1, с. 23]). Розв’язність 
таких задач у багатьох випадках пов’язана з проблемою малих 
знаменників (див. [1 – 6] та бібліографію в них). Крайові задачі для 
гіперболічних рівнянь другого порядку у різних аспектах досліджено, 
зокрема, у працях [5, 7 – 10]. 

Некоректно поставлені задачі виникають і під час розв’язування 
різних прикладних задач, вихідні (початкові) дані яких отримують вна-
слідок експерименту або безпосередніх замірів, тобто є відомими лише 
наближено. При розв'язуванні таких задач чисельними методами вини-
кають труднощі, оскільки як завгодно малі похибки у початкових умо-
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вах або правих частинах крайових умов можуть спричиняти значну ві-
дмінність чисельного розв'язку від точного. Одним із найбільш відомих 
і широко використовуваних методів розв’язування некоректних задач є 
метод регуляризації (див., наприклад [11, 12]), застосуванню якого у 
випадку задач для гіперболічних рівнянь присвячено, зокрема, праці 
[13 – 19].  

У даній роботі результати праць [5, 17] поширено на випадок кра-
йової задачі з даними на всій межі області для лінійного однорідного 
гіперболічного рівняння другого порядку зі змінними за просторовими 
координатами коефіцієнтами, коли праві частини крайових умов задано 
наближено. За умови існування єдиного розв’язку при точно заданих 
крайових умовах, побудовано регуляризуючий алгоритм знаходження 
наближеного розв’язку розглядуваної задачі.   

1. Позначення: Z p
+ − множина точок R p  з цілими невід’ємними

координатами; ( )1, , p
ps s s += ∈  ; psss ++= 1 ; 

( )1, , p
px x x= ∈  ; pΩ ⊂   − обмежена однозв’язна область з глад-

кою межею Γ=Ω∂ ; ( ){ }, x : 0 ,D t t x= < < Τ ∈Ω ; [ ]Τ0×Γ=Σ , ;

,10,, <ν<νjC  − клас визначених в Ω  функцій, j -ті похідні яких за-

довольняють в Ω  умову Гельдера з показником ν ; ν,jA − клас замкне-
них областей, для яких функції, що задають у локальних координатах 
рівняння межових поверхонь цих областей, належать класу ν,jC ;  

( )ΩrC  − банахів простір функцій ( ) ( )pxxx ,...,: 1υ=υ , неперервних із 

усіма похідними до порядку r включно в Ω , 

( ) ( ) ( ) .max 1
1∑

≤ Ω∈Ω ∂∂υ∂=υ
rs

s
p

ss

xC
p

r xxx   

2. Задача у точній постановці. В області D  розглядаємо задачу
( ) ( )

2

2
,

, 0
u t x

Lu t x
t

∂
− =

∂
,   ( ) Dxt ∈, ,              (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,,,0,0 221121 x
t

xTubxTubx
t

xuaxua ϕ=
∂

∂
+ϕ=

∂
∂

+  Ω∈x ,   (2) 

 0=Σu ,                ( ) Σ∈tx, ,          (3) 

де ∈jj ba ,  R, 0≠+ 2
2

2
1 aa , 0≠+ 2

2
2
1 bb , ( ) ( )xq

x
xp

x
L

j
ij

p

ji i
−











∂
∂

∂
∂

= ∑
=1,

:  − 

диференціальний вираз, еліптичний в Ω , з дійснозначними достатньо 
гладкими в Ω  коефіцієнтами ( )xpij  та ( ) 0≥xq .
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Нехай { },k kΛ = λ ∈  та ( ){ },kF X x k= ∈  − множини власних
чисел та власних (нормованих) функцій задачі   

( ) ( ) ,xXxLX λ−=  ( ) .0=ΓxX     (4) 

Відомо [20], що коли ν∈Ω ,2A , ( ) pjiCxpij ,...,,,, 1=∈ ν1 ,

( ) ν0∈ ,Cxq , то система F є повною ортонормованою в просторі ( )Ω2L , 
а власні значення ,k kλ ∈ , є різні і додатні; при цьому 

( ) ( )2 ,kX x C∈ Ω  k ∈ , і справедливі оцінки

             2 2
0 1

p p
kc k c k≤ λ ≤ , 0 10 c c< ≤ , k ∈ ,                       (5) 

( ) ( )1 4 2
1 2max psss p s

k p k
x

X x x x c +

∈Ω

∂ ∂ ∂ ≤ λ , 0,1, 2s = .           (6) 

Тут і надалі , 0,1, 2,jc j =   − додатні сталі, які не залежать від kλ . 
На підставі праці [5] легко бачити, що формальний розв’язок за-

дачі (1) – (3) має вигляд  

( ) ( ) ( ( )( ) ( )( )( )1 1 2
1

1, sin coskk k k
kk

u t x b T t b T t
∞

=
= ϕ λ − + λ λ − +

∆ λ∑

( ) ( )( )) ( )2 1 2sin coskk k k ka t a t X x+ϕ λ − λ λ ,  (7) 
де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TbabaTbaba kkkkk λλ−+λλ+=λ∆ 12212211 cossin , ∈k N,   (8)
а 1kϕ та 2kϕ – коефіцієнти розвинення в ряди Фур’є за системою F  фу-
нкцій ( )1 xϕ  та ( )2 xϕ , відповідно. 

Умови єдиності та існування розв’язку задачі (1) – (3) визначають 
наступні теореми (див. [5]). 

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (1) – (3) у просторі 
( )DC 2  необхідно і досить, щоб виконувалась умова

( Λ∈λ∀ k )    ( ) 0≠λ∆ k  ,                              (9) 
де ( )kλ∆  обчислюється за формулою (8). 

Оскільки величина ( )kλ∆ , будучи відмінною від нуля, може
приймати як завгодно малі значення для нескінченної кількості значень 

Λ∈λk , то ряд (7), взагалі, є розбіжним. Тому питання про існування 
розв’язку задачі (1) – (3) пов’язане з проблемою малих знаменників. 

Теорема 2. Нехай справджується умова (9) і нехай  існують кон-
станти 0>A  і +γ ∈   такі, що для всіх (крім скінченного числа) зна-
чень Λ∈λk  виконується нерівність 

( ) .k Ak −γ∆ λ ≥  (10)
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Якщо ( )2r
j Cϕ ∈ Ω , 0,q

jL
Γ

ϕ =  ,2,1=j ,1,,1,0 −= rq   де 

( )( )[ ]5 1,5 2 1r p= + + γ + , то існує розв’язок задачі (1) – (3) з простору 

( )DC 2 , який зображується формулою (7) і неперервно залежить від
функцій ( ) .,, 21=ϕ jxj

Теорема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в  ) чисел T  
нерівність (10) виконується для всіх (крім скінченного числа) значень 

Λ∈λk при: 
1) 1γ > , якщо 0== 22 ba ;

2) 1 2 pγ > − ,  якщо 0== 11 ba  або 1 1

2 2

a b
q

a b
= = , 0 q< < ∞  . 

Теорема 4. Якщо 01221 ≠− baba , то для майже всіх (стосовно 
міри Лебега в  ) чисел T  нерівність (10) виконується для всіх (крім 
скінченного числа) значень Λ∈λk при: 

1) 1 2 pγ > − , якщо 2 2 0a b ≠ ;
2) 1 1 pγ > − , якщо 2 2 0a b = .
3. Задача з наближеними крайовими умовами. Надалі вважа-

тимемо, що умови теорем 1 і 2 виконуються, тобто для задачі (1) – (3) у 
точній постановці розв’язок у вигляді ряду (7) існує і є єдиним. 

Нехай крайові умови задані наближено з похибкою 0>δ , тобто 
відомі ( ) ( ) ,,, 21=Ω∈ϕ 2

δ jLxj  такі, що 

( )2
j j L

δ
Ω

ϕ − ϕ ≤ δ , 1, 2j = . (11) 

Покажемо, що при певних значеннях ( )N N= δ  скінченну суму 

( ) ( ) ( ( )( ) ( )( )( )1 1 2
1

1, sin cos
N

kN k k k
kk

u t x b T t b T tδ δ

=
= φ λ − + λ λ − +

∆ λ∑  

( ) ( )( )) ( )2 1 2sin cos ,kk k k ka t a t X xδ+φ λ − λ λ (12) 
можна взяти в якості регуляризуючого алгоритму для знаходження на-
ближеного розв’язку задачі (1) – (3), (11). 

Теорема 5. Для задачі (1)–(3), (11) існує така цілочислова функція 
( )N N= δ , ( )N δ → ∞  при 0→δ , що [ ]0,t T∀ ∈  

[ ] ( )20,
max 0N Lt T

u uδ
Ω∈

Θ = − →  при 0→δ .

Доведення проведемо за схемою доведення теореми 1 з [1]. За-
уважимо, що 

[ ]
( ) ( ) [ ]

( )( )
2

22

0, 0,
max , max ,Lt T t T

u t x u t x dxΩ∈ ∈
Ω

= ∫ . 

Легко бачити, що 
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[ ] ( ) [ ] ( )2 2

0 0
1 20, 0,

max max .N N NL Lt T t T
u u u uδ

Ω Ω∈ ∈
Θ ≤ − + − ≡ Θ + Θ  

Розглянемо спочатку 
[ ] ( )2

0
1 0,

max N Lt T
u u

Ω∈
Θ = − , а саме: 

[ ]

( )( ) ( )( )( )
( )

1 1 2
1 0, 1

sin cos
max

kk k k

t T kk N

b T t b T t∞

∈ = +

 ϕ λ − + λ λ −
Θ = +
 ∆ λ

∑  

( ) ( )( )
( ) ( )

( )2

2 1 2sin coskk k k
k

k L

a t a t
X x

Ω

ϕ λ − λ λ
+
∆ λ 

. 

Оскільки, згідно з припущенням, розв’язок задачі (1) – (3) існує, то ряд 
(7) є збіжним, тобто для [ ]0,t T∀ ∈   

( ) ( ( )( ) ( )( )( )1 1 2
1

1 sin coskk k k
kk

b T t b T t
∞

=
ϕ λ − + λ λ − +

∆ λ∑  

( ) ( )( )) ( )2 1 2sin coskk k k ka t a t X x+ϕ λ − λ λ < ∞ . 

З останньої нерівності випливає, що залишок ряду 1 0Θ →  при 
∞→N .  
Розглянемо тепер 

[ ] ( )2

0
2 0,

max N N Lt T
u uδ

Ω∈
Θ = − , а саме: 

[ ]

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

1 1 1 2
2 0, 1

sin cos
max

N kk k k k

t T kk

b T t b T tδ

∈ =

 ϕ − ϕ λ − + λ λ −
Θ = +
 ∆ λ

∑  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )2

2 2 1 2sin coskk k k k
k

k L

a t a t
X x

δ

Ω

ϕ − ϕ λ − λ λ
+ ≡
∆ λ 

 

[ ]
( ) ( )

( )2
0, 1

max .
N

k kt T k L

u t X xδ

∈ = Ω

≡ ∑  

Таким чином, 

[ ]
( ) ( )

( ) [ ]
( ) ( )( )

2

2
22

2 0, 0,1
max max

N

k k k kt T t Tk L

u t X x u t X x dxδ δ

∈ ∈= Ω Ω

Θ = = ≤∑ ∫  

( )
[ ]

( )( )
[ ]

( )( )2 22

0, 0,1 1
max max ,

N N

k k kt T t Tk k
X x dx u t u tδ δ

∈ ∈= =Ω

≤ =∑ ∑∫  

оскільки власні функції ( ){ },kX x k ∈  є ортонормованими. Тоді 

[ ]
( )( )22

2 0, 1
max

N

kt T k
u tδ

∈ =
Θ ≤ ≤∑  
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[ ]

( )( ) ( )( )
( )

1 1 1 2

0, 1

sin cos
max

N kk k k k

t T kk

b T t b T tδ

∈ =

 ϕ − ϕ λ − + λ λ −
≤ +

∆ λ
∑

( ) ( )
( )

2
2 2 1 2sin coskk k k k

k

a t a tδ ϕ − ϕ λ − λ λ
+ ≤

∆ λ 
 

( )
( )

( )
( )

2
1 1 1 2 2 2 1 2

1

N k kk k k k

k kk

b b a aδ δ

=

 ϕ − ϕ + λ ϕ − ϕ + λ
 ≤ + ≤

∆ λ ∆ λ  
∑  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 22 2
1 1 1 2 2 2 1 2

2
1

2 .
N k kk k k k

k k

b b a aδ δ

=

ϕ − ϕ + λ + ϕ − ϕ + λ
≤

∆ λ
∑ (13) 

На підставі умови (11), враховуючи, що 

( ) ( )
2

22
j j j jL

dxδ δ
Ω

Ω

ϕ − ϕ = ϕ − ϕ =∫  

( ) ( ) ( )2 22

1 1

N N

k jk jk jk jk
k k

X x dx δ δ

= =Ω

= ϕ − ϕ = ϕ − ϕ∑ ∑∫ , 1, 2j = ,  

отримаємо оцінку 

( ) .,, 21=δ≤ϕ−ϕ∑
1=

22δ j
N

k
jkjk                              (14) 

Введемо позначення ( ) ( )kNk
NM

λ∆
1

=
1= ,...,

max . 

З нерівності (13), врахувавши оцінки (5), знайдемо 

( )( ) 22
2 2 k

−Θ ≤ ∆ λ ×  

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
1 1 1 2 2 2 1 2

1

N
k kk k k k

k
b b a aδ δ

=

 ϕ − ϕ + λ + ϕ − ϕ + λ ≤  ∑  

( )[ ] ( ) ( )2 22 2
1 1 2 1 1

1
2

N
p

k k
k

M N b c b N δ

=


≤ + ϕ − ϕ +


∑  

( ) ( )2 22
1 1 2 2 2

1

N
p

k k
k

a c a N δ

=


+ + ϕ − ϕ ≤


∑  

( )[ ] ( ) ( )2 22 2 2 2
1 1 2 1 1 22 ,p pM N b c b N a c a N ≤ + + + δ  

 

тоді 

( ) ( ) ( )
2 22 2

2 1 1 2 1 1 2 .p pb c b N a c a N M NΘ ≤ δ + + +  
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Використовуючи теорему 2, яка дає оцінку знизу для ( )kλ∆ , 

отримаємо, що ( ) .M N AN γ≤  
Отже, 

( ) ( )2 24 4
2 1 1 2 1 1 2

p pN b c b N a c a AN γΘ ≤ δ + + + =  

( ) ( )2 22 2
1 1 2 1 1 2 3

p pN A b c b a c a N c Nγ +γ= δ + + + = δ ,       (15) 

де ( ) ( )2 2
3 1 1 2 1 1 2 .c A b c b a c a= + + +  

З нерівності (15) випливає, що можна так підібрати  

( )[ ] ( )
1

2
3 1pN N c

−
+γ 

= δ = δ + 
 

,                              (16) 

що при 0→δ  матимемо: 2 0Θ →  і ( ) ∞→δN . Таким чином, 0Θ→  
при 0→δ . Теорему доведено. 

Зрозуміло, що ефективність регуляризації задачі (1) – (3), (11) за 
допомогою скінченної суми (12) залежить від вибору параметра 

( )N N= δ . Оптимальним значенням параметра ( )N δ  (для фіксованої 
похибки δ  наближення крайових умов) буде те, яке визначає формула 
(16). 

Висновки. Отримані результати можна перенести на випадок рі-
вняння високого порядку. У випадку, коли множини власних чисел та 
власних функцій задачі (4) є відомими ( наприклад, у випадках рівнян-
ня коливань струни або прямокутної мембрани), отримані результати 
можуть бути реалізовані програмно.  
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A boundary value problem with data on the whole boundary of the 
domain for a linear homogeneous second-order hyperbolic equation with 
coefficients variable in spatial coordinates is considered. The issues of  
correct solvability and construction of a solution in the form of a series  
according to the system of orthogonal functions are studied. For the case 
when the right-hand sides of the boundary conditions are given with an  
error, a regularizing algorithm for the finding the approximate solution of 
the considered problem is constructed. 

Key words: boundary value problem, hyperbolic equations, small  
enominators, Lebesgue measure, regularization method, approximate  
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