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У статті розглядаються критичні гіллясті процеси зі скінченною 

кількістю типів частинок та перетвореннями, що залежать від віку 
частинок. Відомо, що у випадку зі сталими перехідними ймовірностя-
ми в процесах з імміграцією загальна кількість частинок в процесі, які 
існували до моменту t, розділена на t2 збігається до нескінченно поділь-
ного розподілу, перетворення Лапласа якого є явно заданим, а в проце-
сах без імміграції має місце подібна збіжність але при умові невиро-
дженості процесу в момент t. Доведено справедливість цих результа-
тів для випадку зі змінними перехідними ймовірностями. 

Ключові слова: гіллясті процеси, рівняння відновлення, перонів 
корінь, критичний процес. 

 
1. Вступ. 
В даній статті ми будемо розглядати випадковий гіллястий процес 

𝜉𝜉(𝑡𝑡) зі скінченною кількістю типів частинок та перетвореннями, залеж-
ними від віку частинок. 

Детальний опис процесу 𝜉𝜉(𝑡𝑡) можна знайти в [5] на ст. 229. Побу-
дова ймовірнісного простору для 𝜉𝜉(𝑡𝑡) є доволі трудомісткою і її можна 
знайти в [1], розділ Ⅵ. Тут ми надамо короткий опис розглядуваного 
процесу. 

В процесі беруть участь n типів частинок 𝑇𝑇1,𝑇𝑇2, … ,𝑇𝑇𝑛𝑛 . Кожна час-
тинка типу 𝑇𝑇𝑖𝑖  еволюціонує незалежно від інших частинок, живе деякий 
випадковий час 𝜏𝜏𝑖𝑖  і в момент 𝜏𝜏𝑖𝑖  перетворюється випадковим чином в 
сукупність 𝛼𝛼 = (𝛼𝛼1, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛) ∈ ℕ𝑛𝑛  частинок типів 𝑇𝑇1,𝑇𝑇2, … ,𝑇𝑇𝑛𝑛 , де 
ℕ = {0,1,2, … }, а 𝛼𝛼𝑗𝑗  позначає кількість частинок типу 𝑇𝑇𝑗𝑗 . 

Нехай 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑡𝑡) – функція розподілу часу життя частинок типу 
𝑇𝑇𝑖𝑖  , 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛�����. Умовну ймовірність перетворення частинки типу 𝑇𝑇𝑖𝑖  (при 
умові, що перетворення цієї частинки відбулось і її вік в цей момент 
дорівнював 𝑢𝑢) в 𝛼𝛼 частинок відповідних типів позначимо через 𝑝𝑝𝛼𝛼𝑖𝑖 (𝑢𝑢). 

Якщо 𝑝𝑝𝛼𝛼𝑖𝑖 (𝑢𝑢) не залежать від віку частинок, тобто 𝑝𝑝𝛼𝛼𝑖𝑖 (𝑢𝑢) = 𝑝𝑝𝛼𝛼𝑖𝑖  для 
всіх 𝑢𝑢, то такий процес називатимемо процесом 1 типу, а загальний 
процес – процесом 2 типу. 
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Вектор 𝜇𝜇𝑖𝑖(𝑡𝑡) = �𝜇𝜇1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡), … , 𝜇𝜇𝑛𝑛𝑖𝑖 (𝑡𝑡)� позначає кількість частинок ти-

пів 𝑇𝑇1,𝑇𝑇2, … ,𝑇𝑇𝑛𝑛 , що існують у процесі в момент 𝑡𝑡, при умові що в поча-
тковий момент часу була одна частинка типу 𝑇𝑇𝑖𝑖 , а вектор 
𝑁𝑁𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = �𝑁𝑁1

𝑖𝑖(𝑡𝑡), … ,𝑁𝑁𝑛𝑛𝑖𝑖 (𝑡𝑡)� характеризує кількість частинок типів 
𝑇𝑇1,𝑇𝑇2, … ,𝑇𝑇𝑛𝑛  які існували до моменту 𝑡𝑡 (включно з тими, що існують в 
момент 𝑡𝑡), при тій же умові. 

Також вважатимемо що функції розподілу 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑡𝑡) нерешітчасті. 
Нехай 𝑠𝑠 = (𝑠𝑠1, … , 𝑠𝑠𝑛𝑛), 𝑧𝑧 = (𝑧𝑧1, … , 𝑧𝑧𝑛𝑛). Позначимо через 𝑠𝑠𝑧𝑧  добуток 

𝑠𝑠𝑧𝑧 = 𝑠𝑠1
𝑧𝑧1 ∙∙∙ 𝑠𝑠𝑛𝑛

𝑧𝑧𝑛𝑛 . Введемо твірні функції 
 ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢, 𝑠𝑠) = ∑ 𝑝𝑝𝛼𝛼𝑖𝑖 (𝑢𝑢)𝑠𝑠𝛼𝛼𝛼𝛼∈ℕ𝑛𝑛 , 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 𝐸𝐸 �𝑠𝑠𝑁𝑁

𝑖𝑖 (𝑡𝑡)� та 

 𝐹𝐹�𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 𝐸𝐸 �𝑠𝑠𝑁𝑁
𝑖𝑖 (𝑡𝑡);∑ 𝜇𝜇𝑗𝑗𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = 0𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �. 
ℎ(𝑢𝑢, 𝑠𝑠) = �ℎ1(𝑢𝑢, 𝑠𝑠), … ,ℎ𝑛𝑛(𝑢𝑢, 𝑠𝑠)�,𝐹𝐹 (𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = �𝐹𝐹1(𝑡𝑡, 𝑠𝑠), … ,𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)�, 

𝐹𝐹� (𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = �𝐹𝐹�1(𝑡𝑡, 𝑠𝑠), … ,𝐹𝐹�𝑛𝑛(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)�. 
Вважатимемо, що ці твірні функції визначені принаймні на 
𝐷𝐷 = {|𝑠𝑠𝑖𝑖| ≤ 1, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛�����}. 

Покладемо  

 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢) = 𝜕𝜕ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝑠𝑠)
𝜕𝜕𝑠𝑠𝑗𝑗

�
𝑠𝑠 = 𝟙𝟙

�  ,𝐴𝐴𝑗𝑗𝑖𝑖 = ∫ 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)+∞
0 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢), 

 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢) = 𝜕𝜕ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝑠𝑠)
𝜕𝜕𝑠𝑠𝑗𝑗𝜕𝜕𝑠𝑠𝑘𝑘

�
𝑠𝑠 = 𝟙𝟙

� ,𝐵𝐵𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 = ∫ 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢)+∞
0 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢), 

де 𝟙𝟙 (тут і надалі) – це вектор довжини 𝑛𝑛, в якому всі елементи рівні 
одиниці. 

Процес 𝜉𝜉(𝑡𝑡) називатимемо критичним, якщо перонів корінь мат-
риці 𝐴𝐴 = �𝐴𝐴𝑗𝑗𝑖𝑖�𝑖𝑖 ,𝑗𝑗=1,𝑛𝑛�����

 рівний одиниці. Позначимо через 
𝑢𝑢 = (𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛)та 𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛) правий та лівий додатні власні векто-
ри цієї матриці, для яких виконується (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑢𝑢, 𝟙𝟙) = 1 (такі вектори 
завжди існують за теоремою Фробеніуса [5], ст. 130, бо елементи мат-
риці 𝐴𝐴 додатні). 

Також введемо наступні позначення: 
 𝐵𝐵 = ∑ 𝐵𝐵𝑚𝑚𝑘𝑘𝑙𝑙 𝑣𝑣𝑙𝑙 𝑢𝑢𝑘𝑘 𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛

𝑙𝑙 ,𝑘𝑘 ,𝑚𝑚=1 ,𝑀𝑀𝑎𝑎
𝑙𝑙𝑘𝑘 = ∫ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑙𝑙 (𝑢𝑢)𝑢𝑢+∞

0 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑘𝑘(𝑢𝑢), 
 𝑀𝑀𝑎𝑎 = ∑ 𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙𝑘𝑘𝑣𝑣𝑙𝑙 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑙𝑙 ,𝑘𝑘=1 , 

 𝑄𝑄𝑖𝑖(𝑡𝑡) = 𝑃𝑃�∑ 𝜇𝜇𝑗𝑗𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑘𝑘
𝑗𝑗=1 > 0� = 1 − 𝑃𝑃�∑ 𝜇𝜇𝑗𝑗𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑘𝑘

𝑗𝑗=1 = 0�, 
 𝑄𝑄(𝑡𝑡) = �𝑄𝑄1(𝑡𝑡), … ,𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑡𝑡)�. 

Крім того ми розглянемо гіллястий процес 𝜂𝜂(𝑡𝑡) з імміграцією та 
перетвореннями, що залежать від віку частинок. Такий процес найпро-
стіше визначати шляхом введення додаткового типу частинок 𝑇𝑇0. Вва-
жатимемо, що в початковий момент часу в процесі є одна частинка ти-
пу 𝑇𝑇0. Функцію розподілу тривалості життя частинки цього типу 𝐺𝐺0(𝑡𝑡) 
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також вважатимемо нерешітчастою. В кінці життя частинка типу 𝑇𝑇0 з 
ймовірністю 𝑝𝑝𝛼𝛼0(𝑢𝑢) (при умові, що перетворення відбулось в момент 𝑢𝑢)  
перетворюється в одну частинку свого ж типу та сукупність частинок 
типів 𝑇𝑇1,𝑇𝑇2, … ,𝑇𝑇𝑛𝑛 ,𝛼𝛼 = (𝛼𝛼1, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛) ∈ ℕ𝑛𝑛 . Частинки типів  𝑇𝑇1,𝑇𝑇2, … ,𝑇𝑇𝑛𝑛  
еволюціонують так як і в процесі 𝜉𝜉(𝑡𝑡). 

Вектор 𝑁𝑁0 (𝑡𝑡) = �𝑁𝑁1
0(𝑡𝑡), … ,𝑁𝑁𝑛𝑛0(𝑡𝑡)� характеризує кількість части-

нок типів 𝑇𝑇1,𝑇𝑇2, … ,𝑇𝑇𝑛𝑛 ,  які існували в процесі 𝜂𝜂(𝑡𝑡) до моменту 𝑡𝑡 (при 
умові що в початковий момент часу була одна частинка типу 𝑇𝑇0).  

Введемо твірні функції ℎ0(𝑢𝑢, 𝑠𝑠) = ∑ 𝑝𝑝𝛼𝛼0(𝑢𝑢)𝑠𝑠𝛼𝛼𝛼𝛼  та 
𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 𝐸𝐸 �𝑠𝑠𝑁𝑁

0 (𝑡𝑡)�. 
Також введемо наступні позначення  

 𝑎𝑎𝑗𝑗0(𝑢𝑢) = 𝜕𝜕ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝑠𝑠)
𝜕𝜕𝑠𝑠𝑗𝑗

�
𝑠𝑠 = 𝟙𝟙

�  ,𝐴𝐴𝑗𝑗0 = ∫ 𝑎𝑎𝑗𝑗0(𝑢𝑢)+∞
0 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢), 

 𝑀𝑀0 = ∫ 𝑢𝑢+∞
0 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢), 𝐴𝐴0 = ∑ 𝐴𝐴𝑗𝑗0𝑢𝑢𝑗𝑗 .𝑘𝑘

𝑗𝑗=1  
В [3] було показано, що для процесів 1 типу  𝜉𝜉(𝑡𝑡) та 𝜂𝜂(𝑡𝑡) мають 

місце наступні збіжності: 

 𝐸𝐸 �exp �−∑
𝛽𝛽𝑗𝑗𝑁𝑁𝑗𝑗

𝑖𝑖(𝑡𝑡)

𝑣𝑣𝑗𝑗 𝑡𝑡2
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 � �∑ 𝜇𝜇𝑗𝑗𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 > 0��
𝑡𝑡→∞
�⎯� 

 
𝑡𝑡→∞
�⎯�

�2𝐵𝐵∑ 𝛽𝛽𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑀𝑀𝑎𝑎
�𝑠𝑠ℎ

�2𝐵𝐵 ∑ 𝛽𝛽𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑀𝑀𝑎𝑎
�

−1

,𝛽𝛽𝑗𝑗 ≥ 0 (1) 

для процесу 𝜉𝜉(𝑡𝑡) ([3], cт. 468, теорема 4), та 

 𝐸𝐸 �exp �−∑
𝛽𝛽𝑗𝑗𝑁𝑁𝑗𝑗

0(𝑡𝑡)

𝑣𝑣𝑗𝑗 𝑡𝑡2
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 ��

𝑡𝑡→∞
�⎯� �𝑐𝑐ℎ�

𝐵𝐵∑ 𝛽𝛽𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

2𝑀𝑀𝑎𝑎
�
−2𝐴𝐴0𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐵𝐵𝑀𝑀0
,𝛽𝛽𝑗𝑗 ≥ 0 (2) 

для процесу 𝜂𝜂(𝑡𝑡) ([3], cт. 467, теорема 3). 
Нашою метою є показати, що дані результати вірні для процесів 2 

типу. 
Передусім сформулюємо теорему відновлення, яку ми будемо ви-

користовувати в зручному для нас вигляді. 
Теорема 1 (Шуренков, [7]). Нехай векторна функція 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = (𝑔𝑔1(𝑥𝑥), … ,𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑥𝑥)) розмірності 𝑛𝑛 така, що для деякого 𝛾𝛾 ≥ 0 ви-
конується 𝑠𝑠𝑢𝑢𝑝𝑝𝑥𝑥∈ℝ

𝑔𝑔(𝑥𝑥)
max {1,𝑥𝑥𝛾𝛾 }

< ∞ і 𝑔𝑔(𝑥𝑥)
𝑥𝑥𝛾𝛾 𝑥𝑥→+∞

�⎯⎯⎯� 𝑐𝑐 = (𝑐𝑐1, … , 𝑐𝑐𝑛𝑛). Тоді якщо 

перонів корінь матриці �∫ 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)+∞
0 �

𝑖𝑖 ,𝑗𝑗=1,𝑛𝑛�����
 рівний одиниці та 

 ∫ 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)+∞
0 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢) < +∞, 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,𝑛𝑛�����, 

то  
 1

𝑥𝑥1+𝛾𝛾 ∫ 𝑔𝑔(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑦𝑦)
𝑥𝑥→+∞
�⎯⎯⎯�𝑥𝑥

0
𝑐𝑐

(1+𝛾𝛾)𝑀𝑀𝑎𝑎
�𝑢𝑢𝑖𝑖𝑣𝑣𝑗𝑗 �

𝑖𝑖 ,𝑗𝑗=1,𝑛𝑛�����
, 

де 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢) – не решітчаста функція розподілу, а𝑑𝑑(𝑦𝑦) – матриця віднов-
лення, що відповідає матриці �∫ 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑦𝑦

0 �
𝑖𝑖 ,𝑗𝑗=1,𝑛𝑛�����

 .  
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2. Гранична теорема для процесів без імміграції. 
Лема 1. Якщо в процесі 1 типу з одним типом частинок скінченні 

усі моменти ℎ(𝑠𝑠) та 1 − 𝐺𝐺(𝑡𝑡) = 𝑜𝑜(𝑡𝑡−2), то  

 2𝜇𝜇
ℎ´´(1)

�2ℎ´´(1)𝛽𝛽
𝜇𝜇

�𝑠𝑠ℎ �2ℎ´´(1)𝛽𝛽
𝜇𝜇

�
−1

= ∑ (𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝑏𝑏𝑘𝑘) 𝛽𝛽
𝑘𝑘

𝑘𝑘!
+∞
𝑘𝑘=0 , (3) 

де 
𝜇𝜇 = ∫ 𝑢𝑢+∞

0 𝑑𝑑𝐺𝐺(𝑢𝑢),𝑎𝑎0 − 𝑏𝑏0 = 2𝜇𝜇
ℎ´´(1) ,𝑎𝑎1 = 1

𝜇𝜇
, 𝑎𝑎𝑘𝑘 = ℎ´´(1)

(2𝑘𝑘−1)𝜇𝜇
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘−1

𝑙𝑙 𝑎𝑎𝑙𝑙𝑎𝑎𝑘𝑘−𝑙𝑙𝑘𝑘
𝑙𝑙=1 , 

𝑏𝑏1 =
1

3𝜇𝜇
, 𝑏𝑏𝑘𝑘 =

ℎ´´(1)
(2𝑘𝑘 + 1)𝜇𝜇

�𝐶𝐶𝑘𝑘−1
𝑙𝑙 𝑏𝑏𝑙𝑙𝑏𝑏𝑘𝑘−𝑙𝑙

𝑘𝑘

𝑙𝑙=1

. 

Доведення. Доведення слідує з представлень (2.32) роботи [2] з 
𝛼𝛼 = 1 та (4.1) роботи [3]. 

Теорема 2. Якщо 𝑀𝑀𝑎𝑎 ,𝐵𝐵 < ∞, 1 − 𝐺𝐺(𝑡𝑡) = 1 − ∫ 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢) = 𝑜𝑜(𝑡𝑡−2),  

𝐵𝐵𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 ≠ 0, 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛����� то для моделі 2 має місце збіжність (1). 
Доведення. Ми будемо використовувати метод доведення теоре-

ми 1 з [6]. 
Спочатку зауважимо, що  

 𝐸𝐸 �exp �−∑
𝛽𝛽𝑗𝑗𝑁𝑁𝑗𝑗

𝑖𝑖(𝑡𝑡)

𝑣𝑣𝑗𝑗 𝑡𝑡2
𝑘𝑘
𝑗𝑗=1 � �∑ 𝜇𝜇𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 > 0�� = 

 =
𝐸𝐸 �exp �−∑

𝛽𝛽𝑗𝑗𝑁𝑁𝑗𝑗
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)

𝑣𝑣𝑗𝑗 𝑡𝑡2
𝑘𝑘
𝑗𝑗=1 ��−𝐸𝐸 �exp �−∑

𝛽𝛽𝑗𝑗𝑁𝑁𝑗𝑗
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)

𝑣𝑣𝑗𝑗 𝑡𝑡2
𝑘𝑘
𝑗𝑗=1 ��∑ 𝜇𝜇𝑘𝑘

𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 =0 ��

𝑃𝑃�∑ 𝜇𝜇𝑗𝑗
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑘𝑘

𝑗𝑗=1 >0�
. 

В [4] було показано, що в умовах теореми 
 𝑡𝑡𝑄𝑄𝑖𝑖(𝑡𝑡)~ 2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐵𝐵
, (4) 

Тому достатньо показати, що 

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝑡𝑡𝐸𝐸 �exp �−∑
𝛽𝛽𝑗𝑗𝑁𝑁𝑗𝑗

𝑖𝑖(𝑡𝑡)

𝑣𝑣𝑗𝑗 𝑡𝑡2
𝑘𝑘
𝑗𝑗=1 �� − 

 − lim
𝑡𝑡→+∞

𝑡𝑡𝐸𝐸 �exp �−∑
𝛽𝛽𝑗𝑗𝑁𝑁𝑗𝑗

𝑖𝑖(𝑡𝑡)

𝑣𝑣𝑗𝑗 𝑡𝑡2
𝑘𝑘
𝑗𝑗=1 � �∑ 𝜇𝜇𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡)𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 = 0�� = 

 = 2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑀𝑀𝑎𝑎
𝐵𝐵

∙
�2𝐵𝐵∑ 𝛽𝛽𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑀𝑀𝑎𝑎
�𝑠𝑠ℎ

�2𝐵𝐵 ∑ 𝛽𝛽𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑀𝑀𝑎𝑎
�

−1

. (5) 

Представимо вектор 𝛽𝛽 = (𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝑛𝑛) у вигляді 𝛽𝛽 = 𝜆𝜆(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) де 
𝜆𝜆 ≤ 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛�����.  

За формулою повної ймовірності (як і в [3], ст. 463) можна показати, 

що компоненти вектора 𝐹𝐹 (𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = 𝐹𝐹 �𝑡𝑡, 𝑒𝑒
𝜆𝜆𝑥𝑥
𝑣𝑣 � = �𝐹𝐹1(𝑡𝑡, 𝜆𝜆), … ,𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑡𝑡, 𝜆𝜆)�   

�𝜆𝜆𝑥𝑥
𝑣𝑣

= 𝜆𝜆𝑥𝑥1
𝑣𝑣1 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑣𝑣𝑛𝑛
� задовольняють рівняння 

 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 𝑒𝑒
𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑣𝑣𝑖𝑖 ��1 − 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑡𝑡)� + ∫ ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0 � (6) 
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За теоремою 1 з [5], ст.112, функції ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢, 𝑠𝑠) можна представити як 
 1 + ∑ 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �𝑦𝑦𝑗𝑗 − 1� + 1
2
∑ 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢)𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑘𝑘=1 �𝑦𝑦𝑗𝑗 − 1�(𝑦𝑦𝑘𝑘 − 1) − 

 −∑ 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢, 𝑦𝑦)𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑘𝑘=1 �𝑦𝑦𝑗𝑗 − 1�(𝑦𝑦𝑘𝑘 − 1) (7) 

де 0 ≤ 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢,𝑦𝑦) ≤ 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢) і lim
𝑦𝑦→1

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢,𝑦𝑦) = 0. 

Розглянемо вектор 𝐹𝐹0 (𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = �𝐹𝐹0
1(𝑡𝑡, 𝜆𝜆), … ,𝐹𝐹0

𝑛𝑛(𝑡𝑡, 𝜆𝜆)�, де компоне-
нти 𝐹𝐹0

𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) задовольняють інтегральні рівняння 
 𝐹𝐹0

𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = 𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑣𝑣𝑖𝑖

+ ∑ ∫ 𝐹𝐹0
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 + 

 + 1
2
∑ ∫ 𝐹𝐹0

𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)𝐹𝐹0
𝑙𝑙(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)𝑏𝑏𝑗𝑗𝑙𝑙𝑖𝑖 (𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢),𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1  (8) 

розв’язки яких шукатимемо у вигляді  
 𝐹𝐹0

𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = ∑ 𝜓𝜓𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) 𝜆𝜆
𝑘𝑘

𝑘𝑘!
+∞
𝑘𝑘=1 . (9) 

Якщо такі розв’язки існують, то функції 𝜓𝜓𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) задовольняють на-
ступні рекурентні співвідношення 
 𝜓𝜓1

𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑣𝑣𝑖𝑖

+ ∑ ∫ 𝜓𝜓1
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢),𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1  

 𝜓𝜓𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = ∑ ∫ 𝜓𝜓𝑘𝑘
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 + 

 + 1
2
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 ∑ ∫ 𝜓𝜓𝑟𝑟

𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝜓𝜓𝑘𝑘−𝑟𝑟𝑙𝑙 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑏𝑏𝑗𝑗𝑙𝑙𝑖𝑖 (𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 ,𝑘𝑘 ≥ 2. (10) 

Доведення збіжності ряду (9) значною мірою повторює міркування з [6] 
ст. 551-552 (див. також [8], ст. 231), проте для наочності ми його прове-
демо. 

Використовуючи, теорему 1 з 𝛾𝛾 = 0, встановлюємо, що  

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝜓𝜓1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)
𝑡𝑡

= 𝑢𝑢𝑖𝑖 ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 𝜓𝜓1,. (11) 

де 𝜓𝜓1 = 1
𝑀𝑀𝑎𝑎

. 
Тому можна стверджувати, що 

 0 ≤ 𝜓𝜓1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡) ≤ 𝑐𝑐𝑡𝑡, 𝑐𝑐 > 0. (12) 

Крім того вважатимемо, що 

 lim
𝑡𝑡→+∞

∑ 𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑖𝑖(𝑡𝑡)𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑡𝑡
≤ 𝑐𝑐, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛�����. (13) 

Покажемо, що 
 𝜓𝜓𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) ≤ 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝐿𝐿с𝑡𝑡)2𝑘𝑘−1,𝑘𝑘 ≥ 1, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛�����. (14) 
де 
 𝐿𝐿 = 1

2
max𝑙𝑙 ∑ 𝐵𝐵𝑚𝑚𝑘𝑘𝑙𝑙𝑛𝑛

𝑘𝑘 ,𝑚𝑚=1 , 
 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑘𝑘 = ∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑟𝑟=1 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑐𝑐𝑘𝑘−𝑟𝑟 , 𝑘𝑘 ≥ 2.   (15)   
При 𝑘𝑘 = 1 нерівність (14) випливає з (12). Нехай (14) виконується 

для всіх 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘 − 1. Тоді з припущення індукції отримаємо  
 𝜓𝜓𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) ≤ ∑ ∫ �𝜓𝜓𝑘𝑘

𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)�𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 + 

 + 1
2
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑐𝑐𝑘𝑘−𝑟𝑟 ∑ ∫ |(𝐿𝐿с(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢))2𝑘𝑘−2|𝑏𝑏𝑗𝑗𝑙𝑙𝑖𝑖 (𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 ≤ 

 ≤ 𝐿𝐿(𝐿𝐿с𝑡𝑡)2𝑘𝑘−2𝑐𝑐𝑘𝑘 + ∑ ∫ �𝜓𝜓𝑘𝑘
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)�𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 . 
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Ітеруючи дану нерівність встановлюємо  
 𝜓𝜓𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) ≤ 𝑐𝑐𝑘𝑘 ∑ ∫ �𝐿𝐿2𝑘𝑘−1�𝑐𝑐(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)�

2𝑘𝑘−2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 . 

Звідси і з (13) слідує  (14). 
Запишемо рівність 

 ∑ 𝑐𝑐𝑘𝑘
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
+∞
𝑘𝑘=1 = 1−√1−4𝑐𝑐𝜆𝜆

2
,  (16) 

де 𝜆𝜆 ≤ 1
4𝑐𝑐

, а 𝑐𝑐𝑘𝑘  визначені в (14). Правильність цієї рівності можна вста-
новити розклавши ліву частину в ряд Маклорена. 

З (14) і (16) отримуємо збіжність ряду (9) при |𝜆𝜆| ≤ 1
4𝑐𝑐3max {1,(𝐿𝐿𝑡𝑡)2}

, 
а також нерівність  
 �𝐹𝐹0

𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆)� ≤ max{1,2𝑐𝑐𝜆𝜆}. (17)  

Домноження (10) на 𝜆𝜆
𝑘𝑘

𝑘𝑘!
 і сумування по 𝑘𝑘  показує, що (9) є 

розв’язком (8). 
Покажемо, що 

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝜓𝜓𝑘𝑘
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡2𝑘𝑘−1 = 𝑢𝑢𝑖𝑖𝜓𝜓𝑘𝑘 ,𝑘𝑘 ≥ 2, (18) 

де 𝜓𝜓𝑘𝑘 =
�∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
𝑘𝑘𝐵𝐵

2
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 𝜓𝜓𝑟𝑟𝜓𝜓𝑘𝑘−𝑟𝑟

(2𝑘𝑘−1)𝑀𝑀𝑎𝑎
. 

Для 𝑘𝑘 = 2 маємо 
 𝜓𝜓2

𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = ∑ ∫ 𝜓𝜓2
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 + 

 +∑ ∫ 𝜓𝜓1
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝜓𝜓1

𝑙𝑙 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑏𝑏𝑗𝑗𝑙𝑙𝑖𝑖 (𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢),𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1  

Враховуючи (11) і використовуючи теорему 1 з 𝛾𝛾 = 2 отримуємо 
що 

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝜓𝜓2
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)
𝑡𝑡

= 𝑢𝑢𝑖𝑖𝜓𝜓2, 

де 𝜓𝜓2 =
�∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
2
𝐵𝐵

𝑀𝑀𝑎𝑎
3 . 

Отже базу індукції задано. Нехай (18) виконується для всіх 
𝑟𝑟 ≤ 𝑘𝑘 − 1. Тоді 
 1

2𝑡𝑡2𝑘𝑘−2 ∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 ∑ ∫ 𝜓𝜓𝑟𝑟

𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝜓𝜓𝑘𝑘−𝑟𝑟𝑙𝑙 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑏𝑏𝑗𝑗𝑙𝑙𝑖𝑖 (𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑘𝑘=1 𝑡𝑡→+∞

�⎯⎯� 

 
𝑡𝑡→+∞
�⎯⎯�𝐵𝐵

2
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 𝜓𝜓𝑟𝑟𝜓𝜓𝑘𝑘−𝑟𝑟 , (19) 

і (18) слідує з (19) і знову ж таки з теореми 1, на цей раз із 𝛾𝛾 = 2𝑘𝑘 − 2.  

Подібно до (6) для 𝐹𝐹�𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = 𝐹𝐹 �𝑡𝑡, 𝑒𝑒
𝜆𝜆𝑥𝑥
𝑣𝑣 � , 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛����� справедливі фо-

рмули 

 𝐹𝐹�𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = 𝑒𝑒
𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑣𝑣𝑖𝑖 ∫ ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹� (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)�𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0 . (20) 
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Зрозуміло, що ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹� (𝑡𝑡, 0)� = ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢, 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)�, тому розкла-

даючи функції ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹� (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)� в ряд Тейлора за другою змінною 
(подібно до теореми 1 з [5], ст. 112), встановлюємо що 
 ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹� (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)� = ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢, 𝑦𝑦)= 

 = ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢, 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)� + ∑ 𝜕𝜕ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝟙𝟙−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 �𝑦𝑦𝑗𝑗 − 1�+ 

 + 1
2
∑ 𝜕𝜕2ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝟙𝟙−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗𝜕𝜕𝑦𝑦𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑘𝑘=1 �𝑦𝑦𝑗𝑗 − 1�(𝑦𝑦𝑘𝑘 − 1) − 

 −∑ 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢, 𝑦𝑦)𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑘𝑘=1 �𝑦𝑦𝑗𝑗 − 1�(𝑦𝑦𝑘𝑘 − 1), 

де 0 ≤ 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢,𝑦𝑦) ≤ 𝜕𝜕2ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗𝜕𝜕𝑦𝑦𝑘𝑘

�𝑦𝑦 = 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)
�,lim
𝑦𝑦→1

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢,𝑦𝑦) = 0,  

𝜕𝜕ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,1−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

= 𝜕𝜕ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

�𝑦𝑦 = 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)
�і 

𝜕𝜕2ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,1−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗𝜕𝜕𝑦𝑦𝑘𝑘

= 𝜕𝜕2ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗𝜕𝜕𝑦𝑦𝑘𝑘

�𝑦𝑦 = 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)
�. 

Розглянемо ще одну систему рівнянь  
 𝐹𝐹�0𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = 𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑣𝑣𝑖𝑖 ∫ ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢, 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)�𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0 + 

 +∑ ∫ 𝐹𝐹�0
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆) 𝜕𝜕ℎ

𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝟙𝟙−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 + 

 + 1
2
∑ ∫ 𝐹𝐹�0

𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)𝐹𝐹�0𝑙𝑙(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆) 𝜕𝜕
2ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝟙𝟙−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗𝜕𝜕𝑦𝑦𝑙𝑙
𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 . (21) 

Як і у (9) розв’язки цієї системи спробуємо знайти у вигляді ряду 
 𝐹𝐹�0𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = ∑ 𝜓𝜓�𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) 𝜆𝜆

𝑘𝑘

𝑘𝑘!
+∞
𝑘𝑘=1 . (22) 

де  
 𝜓𝜓�1

𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑣𝑣𝑖𝑖 ∫ ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢, 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)�𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0 + 

 +∑ ∫ 𝜓𝜓�1
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢) 𝜕𝜕ℎ

𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝟙𝟙−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢),𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗=1  (23) 

 𝜓𝜓�𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = ∑ ∫ 𝜓𝜓�𝑘𝑘
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢) 𝜕𝜕ℎ

𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝟙𝟙−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 + 

 + 1
2
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 ∑ ∫ 𝜓𝜓�𝑟𝑟

𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝜓𝜓�𝑘𝑘−𝑟𝑟𝑙𝑙 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢) 𝜕𝜕
2ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝟙𝟙−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗𝜕𝜕𝑦𝑦𝑙𝑙
𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢).𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1  (24) 

Зважаючи на те, що 𝜓𝜓�𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡) ≤ 𝜓𝜓𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑡𝑡), ряд (22) збігається абсолютно 
при |𝜆𝜆| ≤ 1

4𝑐𝑐3max {1,(𝐿𝐿𝑡𝑡)2}
і�𝐹𝐹�0𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆)� ≤ max{1,2𝑐𝑐𝜆𝜆}. 

Домноження (23) і (24) на 𝜆𝜆
𝑘𝑘

𝑘𝑘!
 і підсумовування по 𝑘𝑘  показує, що 

(22) є розв’язком (21). 

Спочатку встановимо існування lim
𝑡𝑡→+∞

𝜓𝜓�1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)
𝑡𝑡

. 

Розкладаючи 𝜕𝜕ℎ
𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝟙𝟙−𝑄𝑄(𝑡𝑡−𝑢𝑢)�

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗
= 𝜕𝜕ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝑦𝑦)

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗
�𝑦𝑦 = 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)

� в ряд Тей-

лора у точці 1 отримуємо  
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𝜓𝜓�1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡) =

𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑣𝑣𝑖𝑖
� ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢, 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)�𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢) −
𝑡𝑡

0
 

 −∑ ∫ 𝜓𝜓�1
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢) 𝜕𝜕

2ℎ𝑖𝑖�𝑢𝑢 ,𝜌𝜌(𝑡𝑡 ,𝑢𝑢)�
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑙𝑙𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

𝑄𝑄𝑙𝑙(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 + 

 +∑ ∫ 𝜓𝜓�1
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢),𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1  (25) 

де 𝟙𝟙 − 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢) ≤ 𝜌𝜌(𝑡𝑡,𝑢𝑢) ≤ 𝟙𝟙 і 𝜕𝜕
2ℎ𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝜌𝜌(𝑡𝑡 ,𝑢𝑢))
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑙𝑙𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑙𝑙

�𝜕𝜕ℎ
𝑖𝑖(𝑢𝑢 ,𝑧𝑧)
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑗𝑗

� �𝑧𝑧 = 𝜌𝜌(𝑡𝑡,𝑢𝑢)
�. 

Зважаючи, на (18) і той факт, що 𝜓𝜓�1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡) ≤ 𝜓𝜓1

𝑖𝑖 (𝑡𝑡) ∀ 𝑡𝑡 ≥ 0, можна 

вважати, що 𝜓𝜓
�1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)
𝑡𝑡

 обмежена послідовність. Припустимо, що  
 𝜓𝜓�1

𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = 𝑜𝑜(𝑡𝑡) (26) 
Тоді, враховуючи (4)  

 𝜓𝜓�1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑣𝑣𝑖𝑖
+ 𝑜𝑜(1) + ∑ ∫ 𝜓𝜓�1

𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢),𝑡𝑡
0

𝑛𝑛
𝑗𝑗=1  

а отже за теоремою 1 𝜓𝜓�1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)~

𝑢𝑢𝑖𝑖 ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑀𝑀𝑎𝑎
𝑡𝑡, що суперечить (26).  

Нехай 𝜓𝜓�1
𝑖𝑖  є границею (можливо частковою) 𝜓𝜓

�1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)
𝑡𝑡

. Тоді 𝜓𝜓�1
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)~𝜓𝜓�1

𝑖𝑖 𝑡𝑡 
і з (25) та (4) отримуємо  
 𝜓𝜓�1

𝑖𝑖 𝑡𝑡~ 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑣𝑣𝑖𝑖
− 2𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐵𝐵
∑ 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑗𝑗𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑙𝑙𝜓𝜓�1

𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 + 

 +∑ 𝜓𝜓�1
𝑗𝑗 ∫ (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)

𝑡𝑡
2

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 + 𝑜𝑜(1) (27) 

Прирівнюючи коефіцієнти при 𝑡𝑡 ми отримуємо, що 
 𝜓𝜓�1

𝑖𝑖 = ∑ 𝐴𝐴𝑗𝑗𝑖𝑖𝜓𝜓�1
𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 ,  а отже 𝜓𝜓�1
𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑖𝑖𝜓𝜓�1. 

Домноження (27) на 𝑣𝑣𝑖𝑖  та сумування по 𝑖𝑖 дає таке  
 𝜓𝜓�1𝑡𝑡~∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 − 2𝑀𝑀𝑎𝑎𝜓𝜓�1 + ∑ 𝐴𝐴𝑗𝑗𝑖𝑖𝑢𝑢𝑗𝑗 𝑣𝑣𝑖𝑖𝜓𝜓�1
𝑛𝑛
𝑖𝑖 ,𝑗𝑗=1 𝑡𝑡 − 𝑀𝑀𝑎𝑎𝜓𝜓�1 + 𝑜𝑜(1). (28) 

Прирівнюючи вільні члени (28) отримуємо, що 𝜓𝜓�1 =
∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

3𝑀𝑀𝑎𝑎
, а от-

же всі часткові границі 𝜓𝜓�1
𝑖𝑖 рівні 𝑢𝑢𝑖𝑖

∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

3𝑀𝑀𝑎𝑎
. 

Покажемо, що  

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝜓𝜓�𝑘𝑘
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡2𝑘𝑘−1 = 𝑢𝑢𝑖𝑖𝜓𝜓�𝑘𝑘 ,𝑘𝑘 ≥ 2, (29) 

де 𝜓𝜓�𝑘𝑘 =
�∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
𝑘𝑘𝐵𝐵

2
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 𝜓𝜓�𝑟𝑟𝜓𝜓�𝑘𝑘−𝑟𝑟

(2𝑘𝑘+1)𝑀𝑀𝑎𝑎
. 

Аналогічні до (26-(28) міркування показують, що часткові границі 

𝜓𝜓�2
𝑖𝑖 = lim

𝑡𝑡→+∞

𝜓𝜓�2
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)
𝑡𝑡3  задовольняють наступне співвідношення 

 𝜓𝜓�2
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)~∑

𝑢𝑢𝑙𝑙𝑢𝑢𝑗𝑗𝐵𝐵𝑙𝑙𝑗𝑗
𝑖𝑖 �∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
2

9𝑀𝑀𝑎𝑎
𝑡𝑡2𝑛𝑛

𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 − 2𝑀𝑀𝑎𝑎
𝐵𝐵
∑ 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑗𝑗𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑙𝑙𝜓𝜓�2

𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 𝑡𝑡2+ 

 +∑ 𝐴𝐴𝑗𝑗𝑖𝑖𝜓𝜓�2
𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 𝑡𝑡3 − 3∑ 𝑀𝑀𝑎𝑎
𝑖𝑖𝑗𝑗 𝜓𝜓�2

𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 𝑡𝑡2 + 𝑜𝑜(𝑡𝑡2). (30)  

Прирівнюючи коефіцієнти при 𝑡𝑡3 приходимо до висновку, що 
𝜓𝜓�2
𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑖𝑖𝜓𝜓�2. 
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Домножуючи (30) на 𝑣𝑣𝑖𝑖 , сумуючи по 𝑖𝑖 та прирівнюючи коефіцієн-
ти при 𝑡𝑡2 отримуємо, що   
 𝜓𝜓�2

𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑖𝑖𝜓𝜓�2, (31) 

де 𝜓𝜓�2 =
𝑢𝑢𝑖𝑖𝐵𝐵�∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
2

5∙9𝑀𝑀𝑎𝑎
3 . 

Тому базу індукцію задано. Нехай формула (29) виконується для 

всіх 𝑟𝑟 ≤ 𝑘𝑘 − 1 і 𝜓𝜓�𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝜓𝜓�𝑘𝑘
𝑖𝑖 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡2𝑘𝑘−1. 
Застосовуючи кроки (30)-(31) до (24) і використовуючи базу інду-

кції встановлюємо, що  
 𝜓𝜓�𝑘𝑘𝑖𝑖 𝑡𝑡2𝑘𝑘−1~ 1

2
∑ ∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑟𝑟=1 𝜓𝜓�𝑟𝑟𝑙𝑙𝜓𝜓�𝑘𝑘−𝑟𝑟
𝑗𝑗 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑗𝑗𝑖𝑖 �∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
𝑘𝑘
𝑡𝑡2𝑘𝑘−2𝑛𝑛

𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 − 

 − 2𝑀𝑀𝑎𝑎
𝐵𝐵
∑ 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑗𝑗𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑙𝑙𝜓𝜓�𝑘𝑘

𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 𝑡𝑡2𝑘𝑘−2 + 

 +∑ 𝐴𝐴𝑗𝑗𝑖𝑖𝜓𝜓�𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 𝑡𝑡2𝑘𝑘−1 − (2𝑘𝑘 − 1)∑ 𝑀𝑀𝑎𝑎
𝑖𝑖𝑗𝑗 𝜓𝜓�𝑘𝑘

𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 𝑡𝑡2𝑘𝑘−2 + 𝑜𝑜(𝑡𝑡2𝑘𝑘−2). (32) 

Домножуючи (32) на 𝑣𝑣𝑖𝑖 , сумуючи по 𝑖𝑖 та прирівнюючи коефіцієн-
ти при степенях 2𝑘𝑘 − 1 та 2𝑘𝑘 − 2 отримуємо формулу (29). 

Використовуючи (4), (18) та (29), отримуємо, що 

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝑡𝑡 �𝑄𝑄𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝐹𝐹0
𝑖𝑖 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆

𝑡𝑡2� − 𝐹𝐹�0𝑖𝑖 �𝑡𝑡,
𝜆𝜆
𝑡𝑡2�� = 

 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 ∑ �𝜓𝜓𝑘𝑘 − 𝜓𝜓�𝑘𝑘�
�𝜆𝜆 ∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
𝑘𝑘

𝑘𝑘 !
+∞
𝑘𝑘=0 , (33) 

де 𝜓𝜓0 − 𝜓𝜓�0 = 2𝑀𝑀𝑎𝑎
𝐵𝐵

. 

Поклавши 𝐵𝐵 = ℎ´´(1), 2𝑀𝑀𝑎𝑎
𝐵𝐵

= 𝜇𝜇 і враховуючи, що 
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘−1

𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 = 1

2
∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=1 , з (3) та (33) виводимо таке 

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝑡𝑡 �𝑄𝑄𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝐹𝐹 0
𝑖𝑖
�𝑡𝑡, 𝜆𝜆

𝑡𝑡2� − 𝐹𝐹� 0
𝑖𝑖
�𝑡𝑡, 𝜆𝜆

𝑡𝑡2��= 

 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 2𝑀𝑀𝑎𝑎
𝐵𝐵

�2𝐵𝐵𝜆𝜆 ∑ 𝛽𝛽𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑀𝑀𝑎𝑎
�𝑠𝑠ℎ

�2𝐵𝐵𝜆𝜆 ∑ 𝛽𝛽𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑀𝑀𝑎𝑎
�

−1

. (34) 

Тому зважаючи на (5) та (34) достатньо показати, що  

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝑡𝑡 �𝐹𝐹𝑖𝑖 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆
𝑡𝑡2� − 𝐹𝐹�𝑖𝑖 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆

𝑡𝑡2� − 𝐹𝐹0
𝑖𝑖 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆

𝑡𝑡2� + 𝐹𝐹�0𝑖𝑖 �𝑡𝑡,
𝜆𝜆
𝑡𝑡2� − 𝑄𝑄𝑖𝑖(𝑡𝑡)� = 0. (35) 

Використовуючи (6)-(8) отримуємо нерівність 

 �𝐹𝐹𝑖𝑖 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 1 − 𝐹𝐹0

𝑖𝑖 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� ≤ �𝑒𝑒

𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜏𝜏2𝑣𝑣𝑖𝑖 − 1 − 𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜏𝜏2𝑣𝑣𝑖𝑖
�+ 

 + �𝑒𝑒
𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜏𝜏2𝑣𝑣𝑖𝑖 − 1� ∫ �ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2�� − 1� 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢) +𝑡𝑡
0  

+∑ ∫ �𝜀𝜀𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 �𝑢𝑢, 1 + 𝐹𝐹0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝑡𝑡2�� 𝐹𝐹0

𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�𝐹𝐹0

𝑘𝑘 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 + 

 +∫ �ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� − ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢, 1 + 𝐹𝐹0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2��� 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢).𝑡𝑡
0  (36) 
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Перший член правої частини (36) за абсолютною величиною не пе-

ревищує � 𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜏𝜏2𝑣𝑣𝑖𝑖

�
2
. Третій член, в силу нерівності 

�𝐹𝐹0
𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2)� ≤ max �1,2𝑐𝑐 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�(𝜏𝜏 ≥ 𝑡𝑡), за абсолютною величиною не переви-

щує �2с𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜏𝜏2𝑣𝑣𝑖𝑖

�
2
. 

Перейдемо до оцінки другого члену. Очевидно, що 

�𝑒𝑒
𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜏𝜏2𝑣𝑣𝑖𝑖 − 1� ≤ |𝜆𝜆|𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜏𝜏2𝑣𝑣𝑖𝑖
, крім того  

 ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� − 1 = ∑ 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �𝐹𝐹𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 1� + 

 +∑ 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 (𝑢𝑢)𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 �𝐹𝐹𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2� − 1� �𝐹𝐹𝑘𝑘 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 1� − 

 −∑ 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑘𝑘𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2��

𝑛𝑛
𝑗𝑗 ,𝑙𝑙=1 �𝐹𝐹𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2� − 1� �𝐹𝐹𝑘𝑘 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 1�, 

і 𝐹𝐹𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 1

𝜏𝜏→+∞
�⎯⎯⎯�  0, 𝑗𝑗 = 1,𝑛𝑛�����. 

Тому другий член не перевищує |𝜆𝜆|𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜏𝜏2𝑣𝑣𝑖𝑖

𝜔𝜔(𝜏𝜏), де 𝜔𝜔(𝜏𝜏)𝜏𝜏 → +∞. 
За теоремою 4.1.2 з [5] 

 �ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� − ℎ𝑖𝑖 �𝑢𝑢, 1 + 𝐹𝐹0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2��� ≤ 

 ≤ ∑ 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 �𝐹𝐹𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2� − 1 − 𝐹𝐹0
𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2��. 

Поклавши 𝜎𝜎(𝑡𝑡, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏) = max𝑖𝑖=1,𝑛𝑛����� ��
𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜏𝜏𝑣𝑣𝑖𝑖
�

2
+ |𝜆𝜆|𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜔𝜔(𝜏𝜏) + �2с𝜆𝜆𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜏𝜏𝑣𝑣𝑖𝑖
�

2
�, 

отримуємо нерівність 
 �𝐹𝐹𝑖𝑖 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2� − 1 − 𝐹𝐹0
𝑖𝑖 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2�� ≤
1
𝜏𝜏2 𝜎𝜎𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏) + 

 +∑ ∫ 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑖𝑖(𝑢𝑢) �𝐹𝐹𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 1 − 𝐹𝐹0

𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� 𝑑𝑑𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 , (37) 

де  
 lim

𝑡𝑡 ,𝜏𝜏→+∞
𝜎𝜎(𝑡𝑡, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏) = 0, 𝑖𝑖 = 1, 𝑛𝑛�����. (38) 

Ітеруючи нерівність (37) встановлюємо, що  
 �𝐹𝐹 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2� − 1 − 𝐹𝐹0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� ≤

1
𝜏𝜏2 ∫ 𝜎𝜎(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏)𝑑𝑑(𝑑𝑑(𝑢𝑢) ∗ 𝟙𝟙)𝑡𝑡

0 , (39) 
де 𝑋𝑋 ∗ 𝑦𝑦позначає добуток матриці і вектора. 

Покладемо 𝑡𝑡 = 𝜏𝜏. Тоді зважаючи на (38) і той факт, що 

lim
𝑡𝑡→+∞

𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑖𝑖(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
= 𝑐𝑐 < ∞, 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,𝑛𝑛�����, встановлюємо що 

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝑡𝑡 �𝐹𝐹𝑖𝑖 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝑡𝑡2� − 1 − 𝐹𝐹0

𝑖𝑖 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝑡𝑡2�� = 0. (40) 

Майже дослівно повторюючи міркування (36)-(39) показуємо, що  

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝑡𝑡 �𝐹𝐹�𝑖𝑖 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝑡𝑡2� − 1 + 𝑄𝑄𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹�0𝑖𝑖 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝑡𝑡2�� = 0. (41) 
Тепер (35)  слідує з (40) та (41). 
Теорему доведено. 
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3. Гранична теорема для процесів з імміграцією. 
Лема 2. Нехай 

 𝜃𝜃 = ∫ 𝑢𝑢+∞
0 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢) < ∞, 𝜇𝜇 = ∫ 𝑢𝑢+∞

0 𝑑𝑑𝐺𝐺(𝑢𝑢) < ∞. 
Тоді, якщо в процесі 1 типу з одним типом частинок та іммігра-

цією скінченні усі моменти твірних функцій ℎ0(𝑠𝑠) та ℎ(𝑠𝑠), то 

 lim
t→+∞

𝐸𝐸 �𝑁𝑁
0 (𝑡𝑡)
𝑡𝑡2 �

𝑘𝑘
= 𝑟𝑟𝑘𝑘 , (42) 

де 𝑟𝑟0 = 1, 𝑟𝑟𝑘𝑘 = �ℎ0�´(1)
2𝑘𝑘𝜃𝜃

∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑙𝑙 𝑟𝑟𝑙𝑙𝑎𝑎𝑘𝑘−𝑙𝑙𝑘𝑘−1
𝑙𝑙=0 ,  а 𝑎𝑎𝑘𝑘  такі як в лемі 1, і крім того  

 1 + ∑ 𝑟𝑟𝑘𝑘+∞
𝑘𝑘=0

𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
= �𝑐𝑐ℎ� 𝜆𝜆

2𝜇𝜇
�
−2�ℎ0�´(1)𝜇𝜇

𝜃𝜃ℎ ´´(1)
, (43) 

де  𝜇𝜇 також визначено в лемі 1. 
Доведення. Справедливість формули для 𝑘𝑘 = 1 та 𝑘𝑘=2 встановле-

на в [3] на сторінці 467 (співвідн. (3.43)). 
Також з [3], ст. 465 відомо, що твірна функція 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 𝐸𝐸 �𝑠𝑠𝑁𝑁

0 (𝑡𝑡)� задо-
вольняє рівняння 
 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 1 − 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑡𝑡) + ∫ ℎ0 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝑠𝑠)� 𝑓𝑓(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0  (44) 
Тож нехай (42) виконується для всіх 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘 − 1,𝑘𝑘 ≥ 2. 
Продиференціювавши (44) 𝑘𝑘 разів по 𝑠𝑠 використовуючи правило 

Лейбніца отримуємо  

 𝜕𝜕𝑘𝑘𝑓𝑓 (𝑡𝑡 ,𝑠𝑠)
𝑡𝑡2𝑘𝑘−1𝜕𝜕𝑠𝑠𝑘𝑘

�
𝑠𝑠 = 1

� = 𝐾𝐾(𝑡𝑡) + 

 +∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑙𝑙𝑘𝑘−1
𝑙𝑙=1 ∫ (ℎ0)´(1) 𝜕𝜕

𝑘𝑘−𝑙𝑙𝐹𝐹 (𝑡𝑡−𝑢𝑢 ,𝑠𝑠)
𝑡𝑡2(𝑘𝑘−𝑙𝑙)−1𝜕𝜕𝑠𝑠𝑘𝑘−𝑙𝑙

�
𝑠𝑠 = 1

� 𝜕𝜕 𝑙𝑙𝑓𝑓 (𝑡𝑡−𝑢𝑢 ,𝑠𝑠)
𝑡𝑡2𝑙𝑙𝜕𝜕𝑠𝑠𝑙𝑙

�
𝑠𝑠 = 1

� 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢) +𝑡𝑡
0   

 +∫ 𝜕𝜕𝑘𝑘𝑓𝑓 (𝑡𝑡−𝑢𝑢 ,𝑠𝑠)
𝑡𝑡2𝑘𝑘−1𝜕𝜕𝑠𝑠𝑘𝑘

�
𝑠𝑠 = 1

� 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢),𝑡𝑡
0  

де 𝐾𝐾(𝑡𝑡) містить члени з похідним функції ℎ0 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝑠𝑠)�,  які ма-
ють порядок не менше двох. Тоді використовуючи припущення індук-

ції і той факт, що 𝑎𝑎𝑘𝑘 = lim
𝑡𝑡→+∞

𝜕𝜕𝑘𝑘𝐹𝐹 (𝑡𝑡 ,𝑠𝑠)
𝑡𝑡2𝑘𝑘−1𝜕𝜕𝑠𝑠𝑘𝑘

�
𝑠𝑠 = 1

�, можна стверджувати, що 

 𝐾𝐾(𝑡𝑡) = 𝑜𝑜(𝑡𝑡2𝑘𝑘−1) і 
 

1
𝑡𝑡2𝑘𝑘−1 ∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑙𝑙𝑘𝑘−1

𝑙𝑙=1 ∫ (ℎ0)´(1) 𝜕𝜕𝑘𝑘−𝑙𝑙𝐹𝐹 (𝑡𝑡−𝑢𝑢 ,𝑠𝑠)
𝑡𝑡2(𝑘𝑘−𝑙𝑙)−1𝜕𝜕𝑠𝑠𝑘𝑘−𝑟𝑟

�
𝑠𝑠 = 1

� 𝜕𝜕𝑟𝑟𝑓𝑓 (𝑡𝑡−𝑢𝑢 ,𝑠𝑠)
𝑡𝑡2𝑟𝑟−1𝜕𝜕𝑠𝑠𝑟𝑟

�
𝑠𝑠 = 1

� 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)
𝑡𝑡→+∞
�⎯⎯�𝑡𝑡

0  

 
𝑡𝑡→+∞
�⎯⎯� (ℎ0)´(1)∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑙𝑙 𝑟𝑟𝑙𝑙𝑎𝑎𝑘𝑘−𝑙𝑙𝑘𝑘−1

𝑙𝑙=1  (45) 
Твердження леми тепер слідує з (45) та теореми 1 із 𝛾𝛾 = 2𝑘𝑘 − 1. 
(43) слідує з (42) та представлення (3.6) з [3]. 
Лему доведено. 
Теорема 3. Якщо 𝑀𝑀0,𝐴𝐴0 < +∞, то в умовах теореми 2 викону-

ється (2). 
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Доведення. Ми використаємо метод доведення теореми 2 з [6]. 
Знову представимо вектор 𝛽𝛽 = (𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝑛𝑛) у вигляді 𝛽𝛽 = 𝜆𝜆(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) де 
𝜆𝜆 ≤ 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛�����.  

Неважко показати, що формула (44) справедлива і для процесів 2 
типу. 

Знову ж таки використовуючи теорему 1 з [5], ст. 112, функцію 
ℎ0(𝑢𝑢,𝑦𝑦) можна представити у вигляді  
 1 + ∑ 𝑎𝑎𝑗𝑗0(𝑢𝑢)𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �𝑦𝑦𝑗𝑗 − 1� − ∑ 𝜀𝜀𝑗𝑗0(𝑢𝑢,𝑦𝑦)𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 �𝑦𝑦𝑗𝑗 − 1�, (46) 

де 0 ≤ 𝜀𝜀𝑗𝑗0(𝑢𝑢,𝑦𝑦) ≤ 𝑎𝑎𝑗𝑗0(𝑢𝑢)і lim
𝑦𝑦→1

𝜀𝜀𝑗𝑗0(𝑢𝑢,𝑦𝑦) = 0. 

Ми будемо порівнювати 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = 𝑓𝑓�𝑡𝑡, 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑥𝑥� із розв’язком рівняння 
 𝑓𝑓0(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = 1 − 𝐺𝐺0(𝑡𝑡) + 
 +∫ 𝑓𝑓0 �𝑢𝑢,𝐹𝐹 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)� �1 + ∑ 𝑎𝑎𝑗𝑗0(𝑢𝑢)𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 𝐹𝐹0
𝑗𝑗 (𝑡𝑡, 𝜆𝜆)�𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢),𝑡𝑡

0  (47) 
де 𝐹𝐹0

𝑗𝑗 (𝑡𝑡, 𝜆𝜆) визначені в (8). 
Розв’язок (47) шукатимемо у вигляді ряду  

 𝑓𝑓0(𝑡𝑡, 𝜆𝜆) = ∑ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑡𝑡) 𝜆𝜆
𝑘𝑘

𝑘𝑘 !
+∞
𝑘𝑘=0 , (48) 

коефіцієнти якого визначаються з рекурентних співвідношень 
 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑡𝑡) = ∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑟𝑟=0 ∑ ∫ 𝜑𝜑𝑟𝑟(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝜓𝜓𝑘𝑘−𝑟𝑟
𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑎𝑎𝑗𝑗0(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 + 

 +∫ 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0 , (49) 

де 𝜑𝜑0(𝑡𝑡) ≡ 1, а 𝜓𝜓𝑘𝑘
𝑗𝑗 (𝑡𝑡) визначені в (9).  

Знову ж таки індуктивно можна встановити (див.[6] на сторінках 
556-557), що ряд (48) збігається абсолютно при |𝜆𝜆| ≤ 𝛿𝛿

max {1,𝑡𝑡2} , 𝛿𝛿 > 0, а 
також довести, що виконується нерівність 
 �𝑓𝑓0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2�� ≤ 2.  (50) 
Крім того, подібно до леми 2 можна встановити, що  

 lim
𝑡𝑡→+∞

𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑡𝑡)
𝑡𝑡2𝑘𝑘 = �∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
𝑘𝑘

, (51) 

де 𝜑𝜑𝑘𝑘 =
�∑ 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �
𝑘𝑘
𝐴𝐴0 ∑ 𝐶𝐶𝑘𝑘

𝑟𝑟𝑘𝑘−1
𝑟𝑟=0 𝜑𝜑𝑙𝑙𝜓𝜓𝑘𝑘−𝑟𝑟

2𝑘𝑘𝑀𝑀𝑎𝑎
,𝑘𝑘 ≥ 1.  

Покажемо, що  
 lim

𝑡𝑡→+∞
�𝑓𝑓 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆

𝑡𝑡2� − 𝑓𝑓0 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆
𝑡𝑡2�� = 0. (52) 

Користуючись (44), (46) та (47) можна записати 
 𝑓𝑓 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2� − 𝑓𝑓0 �𝑡𝑡, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� = 

 = ∫ ℎ0(𝑢𝑢,𝐹𝐹) �𝑓𝑓 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 𝑓𝑓0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2�� 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0 + 

 +∫ 𝑓𝑓0(𝑢𝑢,𝐹𝐹) �ℎ0(𝑡𝑡,𝐹𝐹) − ℎ0�𝑡𝑡, 1 + 𝐹𝐹0 �� 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0 + 

 +∫ 𝑓𝑓0(𝑢𝑢,𝐹𝐹)∑ 𝜀𝜀𝑗𝑗0(𝑢𝑢, 1 + 𝐹𝐹0)𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 𝐹𝐹0

𝑗𝑗 (𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆)𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢),𝑡𝑡
0  (53) 

де 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� ,𝐹𝐹0 = 𝐹𝐹0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2�. 
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Абсолютна величина першого доданку в (53) не перевищує  
 ∫ �𝑓𝑓 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2� − 𝑓𝑓0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢).𝑡𝑡

0  
За допомогою теореми 4.1.2 з [5] та (50) встановлюємо, що абсо-

лютна величина другого доданку в (53) не перевищує  
 2∫ ∑ 𝑎𝑎𝑗𝑗0(𝑢𝑢)𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 �𝐹𝐹𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 1 − 𝐹𝐹0

𝑗𝑗 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0  
і тому, в свою чергу враховуючи (39), не перевищує 
 2

𝜏𝜏2 ∫ �∫ 𝜎𝜎(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢 − 𝑦𝑦, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏)𝑑𝑑(𝑑𝑑(𝑦𝑦) ∗ 𝟙𝟙)𝑡𝑡−𝑢𝑢
0 ,𝑎𝑎0(𝑢𝑢)�𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢),𝑡𝑡

0  
де 𝑎𝑎0(𝑢𝑢) = �𝑎𝑎1

0(𝑢𝑢), … ,𝑎𝑎𝑛𝑛0 (𝑢𝑢)�, а(𝑥𝑥,𝑦𝑦) позначає скалярний добуток. 
Третій член в (53) зважаючи на (17) та (50) не перевищує  

 4|𝜆𝜆|𝑐𝑐0
𝜏𝜏2 ∫ ∑ �𝜀𝜀𝑗𝑗0 �𝑢𝑢, 1 + 𝐹𝐹0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2���
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢),𝑡𝑡

0  
і крім того, враховуючи (46) 
 ∑ �𝜀𝜀𝑗𝑗0 �𝑢𝑢, 1 + 𝐹𝐹0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2���
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 𝜏𝜏→+∞

�⎯⎯⎯� 0. 
Тоді прийнявши 

 𝜎𝜎1(𝑡𝑡, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏) = 2
𝜏𝜏 ∫ �∫ 𝜎𝜎(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏)𝑑𝑑(𝑑𝑑(𝑢𝑢) ∗ 𝟙𝟙)𝑡𝑡

0 ,𝑎𝑎0(𝑢𝑢)�𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)𝑡𝑡
0 + 

 + 4|𝜆𝜆|𝑐𝑐0
𝜏𝜏 ∫ ∑ �𝜀𝜀𝑗𝑗0 �𝑢𝑢, 1 + 𝐹𝐹0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2���
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢)𝑡𝑡

0 , 
отримаємо оцінку  
 �𝑓𝑓 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2� − 𝑓𝑓0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2�� ≤

1
𝜏𝜏
𝜎𝜎1(𝑡𝑡, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏)+ 

 +∫ �𝑓𝑓 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 𝑓𝑓0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2�� 𝑑𝑑𝐺𝐺0(𝑢𝑢),𝑡𝑡
0  

де lim
𝑡𝑡 ,𝜏𝜏→+∞

𝜎𝜎1(𝑡𝑡, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏) = 0. 
Ітеруючи останню нерівність отримуємо таке 

 �𝑓𝑓 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆
𝜏𝜏2� − 𝑓𝑓0 �𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆

𝜏𝜏2�� ≤
1
𝜏𝜏 ∫ 𝜎𝜎1(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢, 𝜆𝜆, 𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑0(𝑢𝑢),𝑡𝑡

0  
де 𝑑𝑑0(𝑢𝑢) – функція відновлення, що відповідає 𝐺𝐺0(𝑢𝑢). 

Поклавши 𝑡𝑡 = 𝜏𝜏, і враховуючи те, що lim
𝑡𝑡→+∞

𝑑𝑑0(𝑡𝑡)
𝑡𝑡

= С0 < ∞, отри-
муємо (52). 

Поклавши в (43) (ℎ0)´(1) = 𝐴𝐴0, 𝜇𝜇 = 𝑀𝑀𝑎𝑎 ,ℎ´´(1) = 𝐵𝐵,𝜃𝜃 = 𝑀𝑀0,  вра-
ховуючи (48), (51) та (52) приходимо до (2). 

Теорему доведено. 
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In this paper we considercritical multitype age-dependent branching 

processes. It is known, that in case with constant transition probabilities in 
processes with immigration total numbers of particles in process born by t, 
divided by t2tends in probability to infinitely divisiblelaw, whose Laplace 
transform is explicitly given and in processes without immigration similar 
convergence holds but under the condition of non-extinction of process by t. 
Here we prove given results in case with variable transition probabilities. 

Key words: branching process, renewal equations, Perron root,  
critical process. 

 




