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У статті досліджується механічна транспортна система з ма-

ховичним двигуном, яка знаходить все ширше застосування в техніці, є 
екологічно чистим джерелом енергії, має високу питому потужність, 
а також є надійною і довговічною. Механічна система займає промі-
жне місце між гіроскопом і маховиком, що обертається в жорстко 
закріплених опорах. Для створення таких механічних систем необхідно 
провести ряд досліджень з вібростійкості, оцінити їх динамічні влас-
тивості і видати рекомендації для створення транспортних засобів з 
інерційними накопичувачами енергії.  В роботі наведено формули для 
знаходження функції Релея, кінетичної та потенціальної енергії сис-
теми, враховано демпфування пружних елементів опор, а також 
отримано рівняння руху механічної системи. Проведено аналіз руху ма-
ховика і оцінено вплив нелінійних членів рівнянь на стійкість механічної 
системи. Визначено зміну частот руху маховика в залежності від па-
раметрів механічної системи та оцінено її придатність для практич-
ного використання. Отримані залежності зміни частот коливань від 
кутової швидкості маховика.  

Встановлено, що зі збільшенням кутової швидкості маховика ча-
стота нутації зростає, а частота прецесії зменшується. З ростом 
жорсткості пружних елементів опор частота нутації також зрос-
тає, причому коливання маховика і параметри механічної системи є 
взаємопов’язаними. 

Ключові слова: маховичний двигун, гіроскоп, маховик, амортиза-
тор, математична модель, рівняння руху, стійкість руху. 

 
1. Актуальність дослідження 
Механічні транспортні системи з маховичним двигуном мають 

екологічно чисте джерело енергії, яке характеризується високою пито-
мою потужністю, виділенням енергії безпосередньо у вигляді механіч-
ного обертання, а також швидкою зарядкою, надійністю та довговічніс-
тю. Дослідженням таких маховичних двигунів в різних областях маши-
нобудування присвячені роботи Н.В. Гуліа [3], Г.Ю. Дзьоби [9], Н.А. 
Забавнікова [2] та ін. Вони знаходять все ширше застосування на тран-
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спорті, нафтогазовій промисловості, при роботі у вибухонебезпечних 
кар’єрах, шахтах і т.д. Ведуться розробки нових транспортних засобів з 
гібридним приводом «двигун внутрішнього згорання – маховик», «еле-
ктропривід – маховик». 

Механічна система, що досліджується нами, займає проміжне мі-
сце між гіроскопом і маховиком, який обертається в жорстко закріпле-
них опорах. Питаннями вібростійкості, динаміки роторних вібруючих 
гіроскопічних систем присвячені роботи багатьох вітчизняних і зарубі-
жних дослідників [8]. Стійкість їх руху є одним із основних показників 
при дослідженні динамічних властивостей систем з інерційним накопи-
чувачем енергії [4]. Тому, актуальним завданням є розробка математи-
чної моделі такої інерційної системи і оцінка їх придатності для прак-
тичного використання. 

2. Рівняння руху маховика, установленого на амортизаторах 
Досліджується стійкість руху механічної системи, зображеної на 

рис. 1, яка є гіроскоп у карданному підвісі в корпусі приладу на амор-
тизаторах. Механічна система складається з маховика 1, внутрішньої 
рамки 2, зовнішньої рамки 3, вібруючої основи 4, пружних елементів 5 
(амортизатора), які займають проміжне положення між гіроскопом і 
маховиком.  

Складемо рівняння руху механічної системи, проаналізуємо рух 
маховика і оцінимо вплив нелінійних членів рівняння на стійкість. 

 
Рис.1 Схема розміщення маховика в кардановому підвісі на віб-

руючій основі 
 

Для складання рівнянь руху маховика, установленого на аморти-
заторах, введемо такі системи координат: 

Oxyz – жорстко зв’язана з основою; Oxiyizi – жорстко зв’язана при і=1 
з зовнішньою рамкою, при і=2 з внутрішньою рамкою, інерцією якої нех-
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туємо, при і=3 з маховиком. Осі координат є головними центральними 
осями. Під час руху взаємне розміщення осей визначається трьома карда-
новими кутами a, β і γ, а рух основи задається кутовою швидкістю ωx. 

Кінетична енергія такої механічної системи [6] визначається за 
формулою: 

2𝑇𝑇 = 𝐼𝐼𝑥𝑥1 ∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥1
2 + 𝐼𝐼𝑥𝑥3 ∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥3

2 + 𝐼𝐼𝑦𝑦3 ∙ 𝜔𝜔𝑦𝑦3
2 + 𝐼𝐼𝑧𝑧3 ∙ 𝜔𝜔𝑧𝑧3

2 .                  (1) 
Моменти інерції маховика 𝐼𝐼𝑥𝑥3 ,   𝐼𝐼𝑦𝑦3 ,   𝐼𝐼𝑧𝑧3  приймаємо рівними 

𝐼𝐼𝑥𝑥3 =  𝐼𝐼𝑦𝑦3 = 𝐼𝐼𝑒𝑒 ,   𝐼𝐼𝑧𝑧3 = 𝐼𝐼. 
Проекції кутової швидкості на рухомі осі виражені через кардано-

ві кути та їх похідні мають вигляд: 
𝜔𝜔𝑥𝑥1 = 𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝛼̇𝛼;  

𝜔𝜔𝑥𝑥1 = 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑎̇𝑎  ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝛽̇𝛽 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠; 
𝜔𝜔𝑦𝑦3 = −𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎̇𝑎  ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝛽̇𝛽 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐;            (2) 

𝜔𝜔𝑧𝑧3 = 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑎̇𝑎  ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝛾̇𝛾. 
Кінетичну енергію системи, враховуючи (2), запишемо у вигляді: 

2𝑇𝑇 = 𝐼𝐼𝑥𝑥1 (𝑎̇𝑎 + 𝜔𝜔𝑥𝑥)2 + 𝐼𝐼𝑒𝑒 ∙ �𝑎̇𝑎2 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛽𝛽 + 2 ∙ 𝑎̇𝑎 ∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛽𝛽 +
                      +𝜔𝜔𝑥𝑥2·𝑐𝑐𝑜𝑜𝑠𝑠2𝛽𝛽·𝛽𝛽22+𝐼𝐼∙(𝑎𝑎2·𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛2𝛽𝛽+2·𝑎𝑎·𝜔𝜔𝑥𝑥·𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛2𝛽𝛽·+     (3) 

+2 ∙ 𝑎̇𝑎 ∙ 𝛾̇𝛾 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝜔𝜔𝑥𝑥2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 + 2 ∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝛾𝛾 ∙̇ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝛾̇𝛾2). 
Розглядаємо елементи амортизаторів умовно показаних у вигляді 

пружини. При повороті маховика на кут a переміщення точки кріплен-
ня зовнішнього амортизатора до контура в проекції на вісь Oz буде до-
рівнювати: 

𝑆𝑆𝑁𝑁𝑧𝑧 = ℎ ∙ �sin (𝑎𝑎𝑐𝑐+𝑎𝑎)
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎𝑐𝑐

− 1�,                                      (4) 

де 𝛼𝛼𝑐𝑐 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 � ℎ
𝛼𝛼𝑁𝑁
� ; ℎ;   𝛼𝛼𝑁𝑁 − координати точки кріплення амортизатора. 

Переміщення точки кріплення внутрішнього амортизатора до 
внутрішньої рамки в проекції на вісь Oz, при повороті маховика на кут 
β, дорівнює: 

𝑆𝑆𝑊𝑊𝑧𝑧 = 𝛼𝛼𝑊𝑊 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠.                                            (5) 
Потенціальна енергія пружної деформації елементів визначається 

за формулою: 

П = 2𝑐𝑐𝑁𝑁ℎ2 �sin⁡(𝑎𝑎𝑐𝑐+𝑎𝑎)
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎𝑐𝑐

− 1�
2

+ 𝑐𝑐𝑁𝑁𝑎𝑎𝑊𝑊2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽,                       (6) 
де 𝑐𝑐𝑁𝑁 , 𝑐𝑐𝑊𝑊  – жорсткості відповідно зовнішнього і внутрішнього пружних 
елементів, ac, h, aW – координати точок кріплення амортизатора. 

Обмежимося функцією Релея, яка враховує демпфування пруж-
них елементів: 

Ф = 2 𝑏𝑏𝑁𝑁 ∙ℎ
2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑎𝑎𝑐𝑐
∙ 𝑎̇𝑎2 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝑎𝑎𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) + 𝑏𝑏𝑤𝑤 ∙ 𝑎𝑎𝑊𝑊2 ∙ 𝛽̇𝛽2 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛽𝛽,            (7) 

де 𝑏𝑏𝑁𝑁 , 𝑏𝑏𝑊𝑊   – коефіцієнти демпфування відповідно зовнішнього і внут-
рішнього пружних елементів. 

Нехай момент сил відносно осі обертання маховика такий, що ма-
ховик обертається відносно своєї осі з постійною швидкістю. Рівняння 
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Лагранжа другого роду з урахуванням виразів (3), (6), (7), а також того, 
що 𝛾̇𝛾 =Ω, отримаємо: 
�𝐼𝐼 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 + 𝐼𝐼𝑒𝑒 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛽𝛽 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1� ∙ 𝑎̈𝑎 + (𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒) ∙ 𝑎̇𝑎 ∙ 𝛾̇𝛾 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 + 𝐼𝐼 ∙ Ω ∙ 𝛽̇𝛽 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 

+𝐼𝐼𝑥𝑥1 ∙ 𝜔̇𝜔𝑥𝑥 + 𝐼𝐼𝑒𝑒 ∙ 𝜔̇𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛽𝛽 + (𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒) ∙ 𝛽̇𝛽 ∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 + 𝐼𝐼 ∙ 𝜔̇𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 =  

= − 4∙𝑐𝑐𝑁𝑁 ∙ℎ
2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎𝑐𝑐
�sin (𝑎𝑎𝑐𝑐+𝑎𝑎)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎𝑐𝑐
− 1�

2
∙ cos(𝑎𝑎𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) − 4∙𝑏𝑏𝑁𝑁 ∙ℎ

2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑎𝑎𝑐𝑐
∙ 𝑎̇𝑎 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝑎𝑎𝑐𝑐 + 𝑎𝑎);       (8) 

𝐼𝐼𝑒𝑒 ∙ 𝛽̈𝛽 −
𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒

2
∙ 𝑎̇𝑎2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 − (𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒) ∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 −

𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒
2

∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 − 

−𝐼𝐼 ∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ Ω ∙ c𝑜𝑜𝑜𝑜𝛽𝛽 − 𝐼𝐼 ∙ 𝑎̇𝑎 ∙ Ω ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = −𝑐𝑐𝑤𝑤 ∙ 𝑎𝑎𝑤𝑤2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 − 2 ∙ 𝑏𝑏𝑤𝑤 ∙ 𝑎𝑎𝑤𝑤2 ∙ 𝛽̇𝛽 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛽𝛽. 
Розкладемо тригонометричні функції в системі рівнянь (8) у сте-

пеневий ряд в околі точки нуль (обмежимося кубічними складовими) і 
запишемо систему у формі Коші, ввівши такі позначення:  

𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼;      𝑥𝑥2 = 𝛼̇𝛼;       𝑥𝑥3 = 𝛽𝛽;     𝑥𝑥4 = 𝛽̇𝛽 
𝑥̇𝑥1 = 𝑥𝑥2; 

𝑥̇𝑥2 = −
4 ∙ 𝑐𝑐𝑁𝑁 ∙ 𝑎𝑎𝑁𝑁2

𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ 𝑥𝑥1 −
4 ∙ 𝑏𝑏𝑁𝑁 ∙ 𝑎𝑎𝑁𝑁2

𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ 𝑥𝑥2 −
𝐼𝐼 ∙ Ω

𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ 𝑥𝑥4 +
6 ∙ 𝑐𝑐𝑁𝑁 ∙ ℎ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛼𝛼𝑐𝑐

𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

× 

× 𝑥𝑥1
2  +

8 ∙ 𝑏𝑏𝑁𝑁 ∙ ℎ2 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛼𝛼𝑐𝑐
𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ 𝑥𝑥1 ∙ 𝑥𝑥2 +
2 ∙ 𝑐𝑐𝑁𝑁 ∙ ℎ2

3 ∙ �𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1�
∙ (4 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛼𝛼𝑐𝑐 − 3) ∙ 𝑥𝑥1

3 + 

    +
4 ∙ 𝑏𝑏𝑁𝑁 ∙ 𝑎𝑎𝑁𝑁
𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ 𝑥𝑥2 ∙ 𝑥𝑥2 +
4 ∙ 𝑏𝑏𝑁𝑁 ∙ ℎ2

𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ �
𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑥𝑥1

𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛼𝛼𝑐𝑐 + 1� ∙ 𝑥𝑥2 ∙ 𝑥𝑥3 + 

+
4 ∙ 𝑐𝑐𝑁𝑁 ∙ 𝑎𝑎𝑁𝑁2 ∙ (𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒)

(𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1 )2 ∙ 𝑥𝑥1 ∙ 𝑥𝑥3
2 +

𝐼𝐼 ∙ Ω
𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ �
1
2

+
𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒
𝐼𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝐼𝑥𝑥1

� ∙ 𝑥𝑥3
2 ∙ 𝑥𝑥4 − 

−𝜔̇𝜔𝑥𝑥 −
2∙(𝐼𝐼−𝐼𝐼𝑒𝑒)
𝐼𝐼𝑒𝑒+𝐼𝐼𝑥𝑥1

∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥3 ∙ 𝑥𝑥4;                                     (9) 

𝑥̇𝑥3 = 𝑥𝑥4; 

𝑥̇𝑥4 =
−2 ∙ 𝑐𝑐𝑊𝑊 ∙ 𝑎𝑎2

𝐼𝐼𝑒𝑒
∙ 𝑥𝑥3 −

2 ∙ 𝑏𝑏𝑊𝑊 ∙ 𝑎𝑎𝑊𝑊2

𝐼𝐼𝑒𝑒
∙ 𝑥𝑥4 +

𝐼𝐼 ∙ Ω
𝐼𝐼𝑒𝑒

∙ 𝑥𝑥2 +
4 ∙ 𝑐𝑐𝑊𝑊 ∙ 𝑎𝑎𝑊𝑊2

3 ∙ 𝐼𝐼𝑒𝑒
∙ 𝑥𝑥3

3 + 

+
2 ∙ 𝑏𝑏𝑊𝑊 ∙ 𝑎𝑎𝑊𝑊2

𝐼𝐼𝑒𝑒
∙ 𝑥𝑥3

2 ∙ 𝑥𝑥4 −
𝐼𝐼 ∙ Ω
2 ∙ 𝐼𝐼𝑒𝑒

∙ 𝑥𝑥2 ∙ 𝑥𝑥3
2 +

𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒
𝐼𝐼𝑒𝑒

∙ 𝑥𝑥2
2 ∙ 𝑥𝑥3 +

𝐼𝐼 ∙ Ω
𝐼𝐼𝑒𝑒

∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥 + 

+
𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒
𝐼𝐼𝑒𝑒

∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥2 ∙ 𝑥𝑥3 +
2 ∙ (𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝑒𝑒)

𝐼𝐼𝑒𝑒
∙ 𝜔𝜔2 ∙ 𝑥𝑥2 ∙ 𝑥𝑥3 −

𝐼𝐼 ∙ Ω
2 ∙ 𝐼𝐼𝑒𝑒

∙ 𝜔𝜔𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥3
2. 

Параметри системи (9) будуть безрозмірними, якщо ввести такі 
(позначені з рискою зверху) величини: 

𝑏𝑏�𝑁𝑁 = 𝑏𝑏𝑁𝑁 ∙𝑎𝑎𝑁𝑁
2

𝐼𝐼∙Ω
;     𝑏𝑏�𝑊𝑊 = 𝑏𝑏𝑊𝑊 ∙𝑎𝑎𝑁𝑁

2

𝐼𝐼∙Ω
;     𝑐𝑐𝑁̅𝑁 = 𝑐𝑐𝑁𝑁 ∙𝑎𝑎𝑁𝑁

2

𝐼𝐼∙Ω
;     𝑐𝑐𝑊̅𝑊 = 𝑐𝑐𝑁𝑁 ∙𝑎𝑎𝑁𝑁

2

𝐼𝐼∙Ω2  ;           (10) 

а𝐼𝐼𝑒̅𝑒 =
𝐼𝐼𝑒𝑒
𝐼𝐼

;   𝐼𝐼𝑥̅𝑥1 =
𝐼𝐼𝑥̅𝑥1

𝐼𝐼
;     𝑎𝑎�𝑊𝑊 =

𝑎𝑎𝑊𝑊
𝑎𝑎𝑁𝑁

 ;  Ω� =
Ω
Ω

 ;   𝑎𝑎�𝑁𝑁 =
𝑎𝑎𝑁𝑁
𝑎𝑎𝑁𝑁

;  𝐼𝐼 ̅ =
𝐼𝐼
𝐼𝐼
 . 

Систему рівнянь (9) можна представити в загальному вигляді:  
𝑥̇𝑥𝜎𝜎 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝜎𝜎 ∙ 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑋𝑋𝜎𝜎(𝑡𝑡, 𝑥𝑥),      𝑘𝑘,𝜎𝜎 = 1, … ,4.                      (11) 

3. Попередній аналіз руху механічної системи 
Проаналізуємо зміну частот систем рівнянь (9) або (11) в залеж-

ності від зміни параметрів механічної системи. 
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Коливання маховика в амортизаторах є сильно взаємопов’язаними, 
про що свідчать складові в системі рівнянь (8) I·Ω· 𝛽̇𝛽сos 𝛽𝛽 і I·Ω·ȧ·сos𝛽𝛽. Цей 
зв’язок посилюється із збільшенням кутової швидкості Ω маховика і по-
яснюється тим, що осі зовнішньої і внутрішньої рамок лежать в одній 
площині. 

Виділяючи із системи рівнянь (9) рівняння лінійного наближення, 
маємо два сильно зв’язаних осцилятори, на які діє збурення, викликане 
вібрацією основи. 

Для аналізу залежностей частот від параметрів Ω, cN  i cW підста-
вимо cN=cW=с, виключивши з рівнянь дисипативні члени. Частоти ви-
значаються як корені біквадратного рівняння: 

𝜆𝜆4 = 𝜆𝜆2 ∙ (𝑎𝑎1
2 + 𝑎𝑎3

4 + 𝑎𝑎4
2 ∙ 𝑎𝑎2

4) + 𝑎𝑎1
2 ∙ 𝑎𝑎3

4 = 0,                    (12) 
де  𝑎𝑎𝑘𝑘𝑖𝑖  – додатні корені. 

Із рівняння (12) і системи (9) видно, що коли маховик не оберта-
ється, тобто при Ω=0, мають місце дві низькі частоти. Із збільшенням Ω 
коефіцієнти 𝑎𝑎4

2 і 𝑎𝑎2
4в (12) збільшуються; одна частота із збільшенням Ω 

зростає, друга зменшується. 
Можна вважати, згідно теорії К. Магнуса [7], швидкі коливання з 

частотою 𝜔𝜔1– нутацією, а повільні з частотою 𝜔𝜔2 – прецесією. На рис. 2 
побудовано графік зміни частот ω1 і ω2 зі збільшенням кутової швидкос-
ті Ω ротора при наступних величинах параметрів механічної системи: 

  
 
I= 450 кг·м2; Ie= 225 кг·м2; 
𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 50 кг·м2; aN= aW =0,5м;  
h = 0,2м; cN = cW = 2·105H/м; 
bN = bW = 500 H/c; ωx= 0,001 с-1. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Висновки 
Розв’язок системи нелінійних рівнянь (9) методом Боголюбова-

Митропольського [1] дозволив встановити наступне: 
1. При збільшенні кутової швидкості Ω маховика частота нутації 

ω1 зростає (крива 1), а частота прецесії ω2 зменшується (крива 2). З ро-
стом жорсткості пружних елементів частота нутації також слабо зрос-

Рис. 2. Розрахункові залеж-
ності зміни частот ω1 і ω2 від 
кутової швидкості Ω 
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тає, а при монтуванні маховика в карданному підвісі без амортизаторів 
зменшується на малу величину. 

2. Коливання гіроскопа в амортизаторах є взаємопов’язані, про що 
свідчать складові в системі рівнянь IΩ𝛽̇𝛽сos 𝛽𝛽  і IΩȧсos𝛽𝛽, причому цей 
зв’язок посилюється із збільшенням кутової швидкості Ω і пояснюється 
тим, що осі зовнішньої і внутрішньої рамок лежать в одній площині. 
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The article examines the transport system with flywheel engine, which 
is increasingly used in technology. It is an ecologically clean energy source 
with a high specific power. It is reliable and durable. 

The mechanical system occupies an intermediate place between the 
gyroscope and the flywheel, which rotates in rigidly fixed supports. It is ne-
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cessary to conduct the row of researches on vibrofirmness for creation of 
such mechanical systems, to estimate them dynamic properties and to give 
out recommendations on creation of transport vehicles with the inertia 
stores of energy. Dependences of system kinetic and potential energy 
changes, Rayleigh function was brought by researchers. Damping of sup-
ports resilient elements was taken into account. Equalizations of the me-
chanical system motion were gotten. The analysis of fly-wheel motion was 
conducted and influence of equalizations nonlinear members on firmness of 
the mechanical system is conducted. The change of fly-wheel motion fre-
quencies with depending on the parameters of the mechanical system was 
certain and its fitness for the practical use was appraised. Dependences of 
vibrations frequencies changes on the angulator of fly-wheel were gotten. 

It was set that frequency of nutation at the increase of angulator of fly-
wheel grows, and frequency of recession diminishes. Frequency of nutation 
with the increase of resilient elements inflexibility of supports grows also 
and the oscillations of the flywheel and the parameters of the mechanical 
system are interrelated 

Key words: flywheel engine, gyroscope, flywheel, shock absorber, ma-
thematical model, equation of motion, stability of motion. 

 
 

 


