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Представлено біфуркаційний підхід до аналізу дивергентної 

втрати стійкості тривіального розв’язку нелінійної динамічної си-
стеми. Показано, що біфуркаційна множина у критичному випадку 
одного нульового кореня локально збігається з дискримінантною 
множиною полінома третього степеня, який визначає множину 
стаціонарних станів системи в околі симетричного розв’язку сис-
теми. Цей підхід дає можливість отримати умови безпечної-
небезпечної втрати стійкості симетричного розв'язку, що еквіва-
лентні умовам М.М. Баутіна, з мінімально можливими обчислюва-
льними витратами. 

Ключові слова: нелінійна динамічна система, дивергентна 
втрата стійкості, множина стаціонарних станів динамічної сис-
теми, біфуркація. 

 
Вступ. Біфуркаційний підхід дозволяє отримати інтегральну ха-

рактеристику стійкості усієї множини стаціонарних станів динамічної 
системи без попереднього знаходження самої множини стаціонарних 
станів моделі [7, 11, 12]. Такий висновок може здатися дещо несподіва-
ним, проте відповідь лежить в самій природі дивергентної втрати стій-
кості стаціонарних режимів, а саме, він пов'язаний з фактом виникнен-
ня-зникнення кратних особливих точок (стаціонарних станів) динаміч-
ної системи при зміні деяких характерних параметрів [1, 2, 3, 4, 7, 10]. 
Тому при аналізі дивергентних біфуркацій системи визначальними є 
лише співвідношення між критичними значеннями параметрів, для 
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яких реалізуються кратні особливі точки (подібно до задачі визначення 
дискримінанта полінома, а не його коренів). Для реалізації цього підхо-
ду необхідно мати функцію, що визначає множину стаціонарних станів 
системи, наприклад, для потенціальної системи такою наперед відомою 
функцією є потенціал, або силова функції [10]. Для довільної динаміч-
ної системи таку функцію необхідно відшукати, що не завжди можли-
во. Але в роботі буде вказано на один з підходів, що дозволяє знайти 
поліноміальне наближення цієї функції для системи досить загального 
вигляду.  

Постановка проблеми. Розглянемо динамічну систему, що має 
певну симетрію 
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Подібна симетрія характерна для моделей транспортних засобів, 

для яких властива еквівалентність правого-лівого поворотів. Тривіаль-
ний розв’язок для таких систем відповідає стаціонарному прямоліній-
ному режиму. Будемо вважати, що при += vv , 0=θ  відбувається диве-
ргентна втрата стійкості тривіального розв’язку системи (1).  

Стійкість нульового розв’язку при += vv (критичний випадок од-
ного нульового кореня) визначається першим ненульовим ляпуновсь-
ким коефіцієнтом 3g [8] (с. 216-222). Якщо 03 <g , симетричний 
розв’язок системи (1) асимптотично стійкий [8], а межа області стійко-
сті в просторі параметрів є безпечною [3] (с. 229-231) – малі варіації 
параметрів системи, що призводять до перетину безпечної межі стійко-
сті, породжують лише обмежене зростання фазових змінних в околі 
симетричного розв’язку. У випадку 03 >g  симетричний розв’язок не-
стійкий, а межа області стійкості в просторі параметрів небезпечна – 
навіть малі варіації параметрів системи, що порушують нестійку межу 
стійкості в просторі параметрів, призводять до необмеженого зростання 
збурень фазових змінних в околі симетричного розв’язку. Причини 
цього механізму будуть пояснені на основі аналізу стаціонарних станів 
системи в околі симетричного розв’язку (дійсних біфуркацій стаціона-
рних станів). 

Основна частина. Будемо вважати, що нуль є регулярним зна-
ченням правих частин системи (1) та, крім того, що вони можуть бути 
наближено представлені у вигляді 
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Так як при += vv , 0=θ  відбувається дивергентна втрата стійкості 
тривіального розв’язку (система лінійного наближення має одне нульо-
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ве власне значення), принаймні певні коефіцієнти системи лінійного 
наближення залежать від параметрів v , θ .  

Лема 1. При критичних значеннях параметрів керування
},{ ** θθ == vv «нульові» ізокліни системи (1) у відповідній точці фазо-

вої площини (особливій точці, в якій відбувається дивергентна втрата 
стійкості)  мають точку дотику порядку не менше двох (порядок дотику 
1 – відповідає простому перетину кривих) [4] (с. 30-32). Тобто, в цьому 
випадку реалізується кратна особлива точка. 
Доведення. З умови дивергентної втрати стійкості стаціонарного ре-
жиму *

22
*

11 , xxxx == , **, θθ == vv - набор критичних параметрів) ви-
пливає, що вільний член відповідного характеристичного рівняння до-
рівнює нулю 
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Порядок дотику може бути визначений на основі аналізу кількості 
стаціонарних режимів системи в околі критичного набору параметрів 
керування. 

Приклад. Реалізація дотику порядку три. 
На рис. 1 проілюстровано процес злиття стаціонарних станів сис-

теми: при докритичному значенні параметра керування існувало три 
простих перетини (три прості особливі точки); при закритичному зна-
ченні параметра керування існує один простий перетин (одна проста 
особлива точка); критичному значенню параметра відповідає трикратна 
особлива точка. 

 
Рис.1. Ілюстрація біфуркації збірки (злиття особливих точок) 
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На рис. 2 проілюстровано процес народження пари стаціонарних 
станів системи: при докритичному значенні параметра керування існу-
вав один простий перетин (одна проста особлива точка); при закритич-
ному значенні параметра керування існує три простих перетини (три 
прості особливі точки); критичному значенню параметра відповідає 
трикратна особлива точка. 

 
Рис. 2. Ілюстрація біфуркації збірки (народження особливих точок) 
 
Біфуркації злиття і народження можуть бути представлені в сим-

волічному вигляді 
О2,0  +   (О1

1,1 , О2 
1,1)  ⇒ О1,1;    О2,0⇒  О1,1 +  (О1

2,0 , О2 
2,0). 

Тут перша цифра верхнього індексу особливої точки дорівнює 
числу коренів характеристичного рівняння з від’ємними дійсними час-
тинами, друга – з додатними. Тоді індекс Пуанкаре j(О2,0)=1, а j(О1,1)= -
1. Має місце «закон збереження» суми індексів Пуанкаре лівої і правої 
частин символічної рівності (до і після дійсної біфуркації) [1] (с. 338). 
Біфуркації згортки – злиття і народження двох особливих точок можуть 
бути представлені в символічному вигляді [1] 

(О1
2,0 + О2 

1,1)  ⇒∅;    ∅⇒  (О1
2,0 + О2

1,1). 
Якщо при зміні параметрів керування зберігається ізольованість 

стаціонарного режиму (реалізується лише простий перетин ізоклін) ін-
декс Пуанкаре залишається незмінним, що дозволяє опосередковано 
визначати індекс особливої точки; при додатковій умові,що стосується 
дивергенції векторного поля – 0)),(),,(( 212211 <xxfxxfdiv , гарантовано 
зберігається і стан стійкості стаціонарного режиму.  

Теорема 1. Біфуркаційна множина динамічної системи (1) в ма-
лому околі критичного набору параметрів керування 0, == + θvv  зада-
ється дискримінантом визначального полінома третього степеня, а 
останній визначає множину стаціонарних станів в околі початку коор-
динат. Стан стійкості тривіального симетричного розв’язку системи (1) 
в критичному випадку та умови безпечної-небезпечної втрати стійкості 
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визначає знак коефіцієнта при старшому мономіцього полінома (3)
),( ++= θγγ v  

).(),(),,(,02
3
2 θααββθγγαβγ ====++ vvxx                  (3) 

Доведення. Розглянемо систему(4), що визначає множину стаціо-
нарних станів системи (1) з точністю до третього порядку малості в 
околі початку координат 
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Розв’яжемо перше рівняння відносно x1 та підставимо в друге рів-
няння, враховуючи члени лише до третього порядку 
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Коефіцієнт ),( ++ θγ v з точністю до множника співпадає з першим ляпу-
новським коефіцієнтом 3g .   

При критичному значенні параметрів керування ++ == θθ,vv :
.0,0)( ==+ αβ v  При докритичному значенні параметрів

++ =−= θθε ,vv рівняння (3) має вигляд 
,0)()( 2

3
2 =−+− ++ xvxv εβεγ  

при закритичному значенні ++ =+= θθε ,vv  
.0)()( 2

3
2 =+++ ++ xvxv εβεγ  

При умові, що 0),( ≠++ θγ v і достатньо малих ε будемо мати 
,0)()( >+⋅− ++ εγεγ vv  а 0)()( <+⋅+ ++ εβεβ vv . Це дає можливість 

стверджувати, що при ++ == θθ,vv  відбувається біфуркація збірки (ре-
алізується трикратний стаціонарний режим) – в залежності від співвід-
ношення знаків коефіцієнтів )( +vγ  та  )( εβ −+v :    

- 0)()( <−⋅ ++ εβγ vv  – має місце злиття особливих точок у почат-
ку координат (рис. 1); 

- 0)()(0)()( <+⋅⇒>−⋅ ++++ εβγεβγ vvvv  – має місце народжен-
ня пари стаціонарних станів у початку координат (рис. 2).  

Використовуючи інформацію про стан стійкості симетричного 
розв’язку ( 0, =< + θvv – стійкість (вузол); 0, => + θvv – нестійкість (сід-
ло)) можна стверджувати: у випадку біфуркації злиття (

0)()( <−⋅ ++ εβγ vv ) в початок координат приходить пара сідлових осо-
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бливих точок – відповідна символічна реакція О2,0  +   (О1
1,1 , О2 

1,1)  ⇒ 
О1,1; у випадку біфуркації народження ( 0)()( >−⋅ ++ εβγ vv ) з симетри-
чного розв’язку (початок координат) виходить пара особливих точок з 
індексом Пуанкаре +1 – символічна реакція 

О2,0⇒  О1,1 +  (О1
2,0 , О2 

2,0). 
Біфуркації злиття відповідає нестійкість в критичному випадку і 

небезпечна втрата стійкості в сенсі М.М. Баутіна [3] (при докритичній 
швидкості ε−= +vv  пара сідлових особливих точок звужують басейн 
притягання симетричного розв’язку, а при ε+= +vv симетричному 
розв’язку відповідає ізольоване «сідло», тому збурення фазових змін-
них зростають необмежено). Біфуркації народження  відповідає стій-
кість в критичному випадку і безпечна втрата стійкості в сенсі М.М. 
Баутіна (при докритичній швидкості ε−= +vv симетричному розв’язку 
відповідає ізольований стійкий «вузол», а при закритичній швидкості 

ε+= +vv  – в малому околі «сідла» знаходяться дві стійкі особливі точ-
ки, які обмежують зростання збурень фазових змінних).  

Локально біфуркаційна множина є напівкубічною параболою 
(дискримінант кубічного рівняння) з точкою загострення (каспом) в то-
чці 0, == + θvv , при небезпечній втраті стійкості (біфуркація злиття) 
графік дискримінантної множини розташований нижче її вершини (до-
даткові сідлові стаціонарні режими існують при +< vv ); при безпечній 
втраті стійкості (біфуркація народження) графік дискримінантної мно-
жини розташований вище її вершини (в цьому випадку критична швид-
кість кругових стаціонарних режимів більша ніж критична швидкість 
прямолінійного режиму). 

Практична реалізація. Особливості реалізації цього узагальне-
ного підходу та можливості побудови повної картини біфуркаційної 
множини будуть проілюстровані на прикладі моделі двовісного коліс-
ного екіпажа. 

Розглянемо одномасову «велосипедну» модель екіпажа із закріп-
леним рульовим управлінням [5, 7, 9, 11, 12]. Розрахункова схема такої 
моделі представлена на рис. 3. 

 
Рис. 3. Розрахункова схема екіпажа 
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Рівняння руху моделі мають вигляд [5,7]: 

).()(
);()()(

2211

2211

δδω
δδω

YbYaJ
YYVum

⋅−⋅=
+=+




                                  (5) 

де Y1, Y2 – нелінійні характеристики сил відведення; 
Кути відведення на осях визначаються співвідношеннями: 
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Далі для полегшення необхідних перетворень знадобиться вве-
дення безрозмірних величин : 

=i i iY Y N ;                                                 (7) 

1 =
mgbN

l
;  

2 =
mgaN

l
. 

Система, що визначає множину стаціонарних станів моделі екіпажа 

1 2
V b aY Y
g l l
ω
= +

 

1 2 0.Y Y− =                                                 

(8) 

може бути зведена до одного визначального рівняння. Дійсно, на підставі 
другого рівняння системи (8), введемо новий незалежний аргумент 

YYY == 21 ,  
через який будуть визначатися кути відведення на осях:

)(),( 2211 YGYG == δδ , де )(YGіі =δ – функції обернені до функцій 
)( ііі YY δ= . Враховуючи співвідношення, що випливає із визначення 

кутів відведення 
( )2 1V

l
θ δ δ

ω
+ −

=
, 

з першого рівняння системи (8) отримаємо одне визначальне рівняння: 

Y
gl

V
=−+ )( 12

2

δδθ ;                                        (9) 

θ−⋅= YVglYG 2/)( ,                                     (10) 
де функція ).()()( 12 YGYGYG −=  

Далі будемо вважати, що сили відведення визначаються співвід-
ношеннями, де −іk безрозмірні коефіцієнти відведення 

./)(2/1,))/(1/( 232 2
1

iiiiiiiiiiii kkYkkY ϕδδϕδδ ⋅⋅−⋅≈⋅+⋅=  
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Визначальне рівняння (10) дає можливість найкоротшим шляхом 
одержати умови безпечної-небезпечної втрати стійкості стаціонарного 
прямолінійного режиму. Дійсно, його кубічне наближення задає шука-
ний визначальний поліном (3)  

,0)/1/1/()]2/(1)2/(1[ 12
232

11
2
22 =+⋅−+⋅−+⋅⋅⋅−⋅⋅ θϕϕ YkkVlgYkk   (11) 

де .,/1/1/)(),2/(1)2/(1 12
22

11
2
22 θαβϕϕγ =−+⋅−=⋅⋅−⋅⋅= kkVlgVkk  

Геометричне місце точок на площині параметрів (V,θ), в яких 
дискримінант кубічного рівняння (7) обертається в нуль (напівкубічна 
парабола), розмежовує області з різною кількістю стаціонарних станів, 
тобто є границею дивергентної втрати стійкості в просторі параметрів 
системи. Координати точки загострення визначаються з умов реалізації 
трикратного нульового режиму 0)(,0)( == ++ θαβ V  (біфуркація збірки) 

( 0,)( 2
1

21

21 =
−

⋅⋅⋅
= ++ θ

kk
lgkkV ).                               (12) 

Отриманий вираз критичної швидкості +V , співпадає з виразом 
критичної швидкості прямолінійного руху, який визначається з системи 
лінійного наближення моделі екіпажа. 

Регулярним точкам дискримінантної множини (V*,θ*) відповіда-
ють двократні стаціонарні режими (реалізація біфуркації згортки), вони 
утворюють границю дивергентної втрати стійкості кругових стаціонар-
них режимів (наприклад, при заданій швидкості V можна визначити 
максимальне значення кута повороту керованого модуля, який би за-
безпечував стійкість кругового стаціонарного руху). 

Умови стійкості в критичному випадку (умови безпечної-
небезпечної втрати стійкості в сенсі М.М. Баутіна). Перепишемо визна-
чальний поліном (7), враховуючи вираз для критичної швидкості пря-
молінійного руху +V  

;0])/(1[)
2

1
2

1( 2

21

213
2
11

2
22

=+⋅−⋅
⋅
−

+⋅
⋅⋅

−
⋅⋅

+ θ
ϕϕ

YVV
kk
kkY

kk  

.04/27/])/(1[0])/(1[ 2232323 =⋅+−⋅⇒=⋅+⋅−⋅+ ++ qVVpqYVVpY θθ  
Знак коефіцієнта p співпадає зі знаком )( +vγ ( 021 >− kk  – умова іс-

нування критичної швидкості), тому: при 0)( >+vγ  в системі реалізуєть-
ся три стаціонарні режими при +<VV  0)()( <−⋅ ++ εβγ vv  – має місце 
злиття особливих точок на початку координат) і як наслідок – нестійкість 
симетричного розв’язку в критичному випадку і небезпечна втрата стійко-
сті в сенсі М.М. Баутіна [3]; при 0)( <+vγ в системі реалізується три ста-
ціонарні режими при V>V+ 0)()(0)()(( <+⋅⇒>−⋅ ++++ εβγεβγ vvvv  
– має місце народження пари стаціонарних станів на початку коорди-
нат) – стійкість симетричного розв’язку в критичному випадку і безпе-
чна втрата стійкості в сенсі М.М. Баутіна. 
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Таким чином для моделі екіпажа умови небезпечної втрати стій-
кості 0)( >+vγ  

021 >− kk ;                                              (13) 
2
22

2
11 ϕϕ ⋅>⋅ kk , 

умови безпечна втрата стійкості 0)( <+vγ  
021 >− kk ;                                              (14)  

2
22

2
11 ϕϕ ⋅<⋅ kk . 
Якщо використовувати загальний підхід, який був представлений 

у вигляді теореми 1, визначальний поліном буде дещо відрізнятися від 
розглянутого вище (7), але кінцеві умови безпечної-небезпечної втрати 
стійкості залишаються незмінними 

,0)
)(

1()(]/)1[(
2

21
2

21

1

21
2

34
1

3
2122

1

2

=
⋅

+⋅
−⋅
⋅⋅⋅

−⋅
⋅⋅
−⋅

+⋅⋅−
⋅

+⋅
⋅

θ
lg

VY
kkV

lgkk
lgk
kkVYkkKK

V
lg

klg
V

 

де ./2/1 23
iii kK ϕ⋅=  

Дійсно, наведений вище поліном можна привести до наступного 
вигляду 

,0])/(1[)()
2

1
2

1( 2

1

213
2
11

2
22

3
2 =+⋅−⋅

−
+⋅

⋅⋅
−

⋅⋅
⋅ + θ

ϕϕ
YVV

k
kkY

kk
k

      
(15) 

)
2

1
2

1()( 2
11

2
22

3
2 ϕϕ

γ
⋅⋅

−
⋅⋅

⋅=+

kk
kV , 

що підтверджує висновок про незмінність умов безпечної-небезпечної 
втрати стійкості для цих двох підходів. 

Побудова повної біфуркаційної множини для моделі екіпажа 
системи. З геометричної інтерпретації рівняння (10) випливає, що крат-
ним розв’язкам визначального рівняння відповідають параметри V*,θ*, 
при яких пряма θ−⋅YVgl 2/  в правій частині (10) дотична до кривої 

).()()( 12 YGYGYG −= У параметричній формі шукана біфуркаційна 
множина задається системою (16) 

)(/ 2 YGVgl ′= ;                                      (16) 
)()( YGYYG −⋅′=θ . 

На рис. 4 проілюстровано розбіжності між біфуркаційними мно-
жинами моделі екіпажа, які були отримані: на основі дискримінантів 
визначальних поліномів(співпадаючі між собою криві – пунктирна 
крива відповідає поліному (11), а дискретна – з маркером “cross” пред-
ставляє дискримінантну множину полінома (15), який отримано на ос-
нові узагальненого підходу, наведеного в теоремі 1); неперервна крива 
відповідає точному визначальному рівнянню, побудована на основі па-
раметрично заданої множини (16).  
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Рис. 4. Біфуркаційна множина моделі екіпажа в площині параметрів 

 
Чисельні розрахунки виконано для наступного набору конструк-

тивних параметрів екіпажа: m =2717кг, а= 1,34м,b=1,5м,    k1=177200 
Н/рад, k2=103500 Н/рад, ϕ1=0,6..0,8; ϕ2=0,8. 

Точкам площини параметрів з області D(1) відповідають лише не-
стійкі стаціонарні режими при 2

22
2
11 ϕϕ ⋅>⋅ kk , або лише стійкі при 

2
22

2
11 ϕϕ ⋅<⋅ kk . Стійкий стаціонарний режим, що відповідає набору па-

раметрів з області D(1), D(3),D(5) при неперервній зміні параметрів 
управління залишається стійким, доки точка в площині параметрів ке-
рування не перетне біфуркаційну криву. При варіації третього парамет-
ра ϕ1конфігурація повної біфуркаційної множини значно ускладнюєть-
ся, так при 2

22
2
11 ϕϕ ⋅=⋅ kk  реалізується п’ятикратна особлива точка на 

початку координат D(5). Відповідна біфуркація «метелик» розмежовує 
небезпечну та безпечну границю втрати стійкості в просторі параметрів 
системи, та пояснює механізм зміни умов безпечної-небезпечної втрати 
стійкості симетричного розв’язку при 0)( =+vγ . Але для того щоб цей 
механізм відображався на основі узагальненого підходу – визначальний 
поліном має бути п’ятого степеня. 
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Зазначимо, що в роботі [6] біфуркаційні множини нелінійної мо-
делі колісного екіпажа були отримані на основі чисельного метода по-
довження по двом параметрам, що не дозволило з’ясувати важливі ас-
пекти, пов’язані з перебудовою цих множин та визначенням умов без-
печної-небезпечної втрати стійкості симетричного розв’язку. 

Висновки. У випадку дивергентної втрати стійкості тривіального 
розв’язку динамічної системи з невиродженою лінійною частиною 
(критичний випадок одного нульового кореня) наведено конструктив-
ний підхід побудови біфуркаційної множини (критичної множини па-
раметрів) в малому околі критичного набору параметрів керування, 
якому відповідає дивергентна втрата стійкості тривіального розв’язку 
системи. Біфуркаційна множина задається дискримінантом полінома 
третього степеня, де останній визначає множину стаціонарних станів 
системи в околі початку координат.  

Стан стійкості (стійкий-нестійкий) симетричного розв’язку сис-
теми в критичному випадку та умови безпечної-небезпечної втрати 
стійкості пов’язані з біфуркаціями народження-злиття стаціонарних 
станів в околі симетричного розв’язку; реалізація того чи іншого типу 
біфуркацій залежить від співвідношення знаків двох старших коефіціє-
нтів визначального полінома третього степеня (знаки коефіцієнтів ви-
значаються в околі критичних значень параметрів керування). 

На прикладі модельної динамічної системи реалізується запропо-
нований алгоритм побудови біфуркаційної множини, пояснюється ме-
ханізм зміни умов безпечної-небезпечної втрати стійкості симетрично-
го розв’язку у випадку додаткового виродження системи (обернення в 
нуль коефіцієнта при старшому мономі). 
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A bifurcation approach to analysis of divergent loss of stability of a 
trivial solution of a nonlinear dynamical system is presented. It is shown 
that the bifurcation set in the critical case of one zero root locally coincides 
with the discriminant set of a third-degree polynomial, which defines the set 
of stationary states of the system in neighborhood of symmetric solution of 
the system. This approach makes it possible to obtain conditions for safe-
dangerous loss of stability of the symmetric solution, which are equivalent 
to the conditions of M. M. Bautin with minimum possible computational 
costs. 
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