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Для систем лінійних алгебраїчних рівнянь встановлені достатні 
умови збіжності одного класу методів ітеративного агрегування, які 
не передбачають, щоб спектральний радіус відповідного оператора 
був меншим за одиницю, а також напівупорядкованості простору, в 
якому ці рівняння розглядаються. 
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Вступ 
Декомпозицію операторних рівняннь за допомогою методів ітера-

тивного агрегування часто використовують для розв’язання практичних 
задач, що трапляються, наприклад, в математичній економіці, в теорії 
марковських процесів і т.п. Найчастіше в дослідженнях цих методів для 
лінійного рівняння  

bxAx +
~= (1) 

фігурують припущення про знакосталість оператора A~ , вільного члена 
та агрегуючих функціоналів, а також про нерівність 1<)~(Aρ  для спек-
трального радіуса )~(Aρ  оператора A~  (див., напр., [1, 2, 3, 4]). В цій за-
мітці досліджуємо один клас методів ітеративного агрегування за до-
помогою методики із [5, 6, 7], яка не використовує нерівність 1<)~(Aρ  
та поняття напівупорядкованості простору E , в якому розглядається 
рівняння (1). 
 

Побудова алгоритму 
Вважаємо, що рівняння (1) записане у вигляді  
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де )1,=(: NjEEAj → , EEA →:0 , Eb∈ , E  – евклідів простір роз-
мірності 0N . Припускаємо, що матриці jA  мають вигляд  

                      ),1,=(= NjA T
jjj ϕψ  (3) 

в яких jψ , jϕ  є вектор-стовпцями, T -символ транспонування. Позна-

чимо через vuT  скалярний добуток ),(),( Evuvu ∈ , а також  

).1,=(),(=},{=,=
1=

NiAA jiijijj

N

j
ψϕλλΛ∑ (4) 

Очевидно, що  

              ).1,=(),(= NjxxA jjj ϕψ  (5) 
Будемо розглядати систему рівнянь, складену з рівняння (2) і рів-

няння 

                      ),,(= 0 bxAyy ϕ−Φ−Λ  (6) 
де TT

N
T },...,{= 1 ϕϕΦ . Рівняння (6) можна подати і в такій формі  

).1,=(),(),(= 0
1=

NibxAyy iijij

N

j
i ϕϕλ −−∑ (7) 

Нехай,  
},,,=|},{{= EyExyxyx ′∈∈′+Φ θε  (8) 

де E′  – евклідів простір розмірності N , θ′  – нульовий вектор в .E′  
Побудуємо ітераційний процес за допомогою формул    
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).1,=( Ni  (10) 

Припустимо, що справджується умова  
).1,=,,(=))(,( NjiExxa ijji ∈λϕ  (11) 

Запишемо (9),(10) відповідно у вигляді  
),)((= 1)()()()(

0
)(1)( ++ −+++ nnnnnn yyxabxAAxx (12) 

,= )(
0

1)(1)( bxAyy nnn Φ−Φ−Λ ++  (13) 
де )}(),...,({=)( 1 xaxaxa N . Рівність (11) можна подати так .=)( ΛΦ xa  

 
Допоміжні леми 

Наведемо наступні твердження, які істотньо використовуватиме-
мо для побудови умов збіжності алгоритму. 

Лема 1. Нехай: 1) матриця Λ−′I  є невиродженою, де I ′  – одини-
чна матриця в E′ ; 2) },{ ** yx  – розвязок системи (2), (7). Тоді 

ε∈},{ ** yx .   
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Доведення. З рівностей (2) і (7), використовуючи означення (8) та 
беручи до уваги формули (4), (5), отримуємо  
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Завдяки існуванню оберненої матриці 1)( −Λ−′I  звідси одержуємо, 
що ε∈},{ ** yx .  

 

Лема 2. Нехай:1) ε∈},{ (0)(0) yx ; 2) існує матриця 1)( −Λ−′I ; 3) ви-
конана умова (11). Тоді для послідовних наближень },{ )()( nn yx , побудо-
ваних за допомогою формул (9),(10) при 1,2,...=n , будемо мати 

ε∈},{ )()( nn yx .   
Доведення. Із співвідношень (9),(10) при 1,2,...=n , маємо  
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Тому на основі принципу індукції можна вважати лему доведе-
ною.  

 

Лема 3. Нехай )(xa j  при Ex∈  означено за формулою  

      
).1,=(

),(
=)( Nj
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xa
j

j
j ϕ (14) 

Тоді справджуються рівності (11).   
Доведення. З (5),(14) випливає  
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що й потрібно було довести. 
 

Збіжність ітерацій 
З рівностей (2),(7),(12) та (13) отримуємо  

),()(= *)(
0

1*1)( xxAIyy nn −ΦΛ−′−− −+  (15) 
),)(())(()(~= *1)()(*)()(*)(*1)( yyxayyxaxxAxx nnnnnn −−−+−− ++  (16) 

Оскільки з лем 1 та 2 можна одержати, що  
                   ),(= *)(*)( xxyy nn −Φ−−  
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то з (15),(16) випливає  
),)((= *)()(*1)( xxxBxx nnn −−+  (17) 

де  
).~())((~= 1 AIIxaAB −ΦΛ−′− −  (18) 

Співвідношення (3), (4), (5) є підставою для рівності  
.= ΛΦΦA  (19) 

 
Твердження 1. Нехай: 1) справджуються умови леми 2; 2) із спів-

відношень ε∈},{ yx  випливає, що існує куля 
}|<|,<,},{{= 2

(0)
1

(0) εεε yyxxyxD −−∈ , в якій  

                                          .)( qxB ≤  (20) 
Якщо  

                                                  1,<q  (21) 
то послідовності }{ )(nx  та }{ )(ny , побудовані за формулами (12),(13), 
збігаються відповідно до *x  та *y , як компонент розв’язку системи (2), 
(7) не повільніше від геометричної прогресії зі знаменником q .   

Доведення. Висновок твердження випливає із співвідношень 
(17)-(21) і принципу списку. 

Зауважимо, що якщо в умові твердження 1 замість матриці )(xB , 
означеної за формулою (18), взяти матрицю  

            ),~()(~= 1 AIIAB −ΦΛ−′Ψ− −  (22) 
де T

N },...,{= 1 ψψΨ , і потребувати виконання умови леми 3, то висновок 
залишиться в силі. При цьому, зважаючи на те, що згідно формули (22) 
не фігурує залежність матриці B  від x , то, замінивши умову (21) ви-
могою, щоб був меншим від одиниці спектральний радіус матриці B , 
можна стверджувати, що вище згадані послідовності }{},{ )()( nn yx  збі-
гаються до *x  та *y  відповідно.  
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For systems of linear algebraic equations introduced sufficient 
conditions for convergence of a class of iterative aggregation methods that 
do not require the spectral radius of the operator was less than one and 
semiordering space in which these equations are considered. 
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