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У даній роботі встановлено умови однозначної розв’язності за-

дачі з інтегральними умовами (з показниковими ваговими функціями 
під знаком інтеграла) для строго гіперболічного рівняння, навантаже-
ного значеннями невідомої функції та її похідних на скінченній кількос-
ті гіперплощин. Доведено метричні теореми про оцінки знизу малих 
знаменників, які виникли при побудові розв’язку задачі. 

Ключові слова: задачі з інтегральними умовами, навантажені гі-
перболічні рівняння, малі знаменники, діофантові наближення. 

 
Вступ  
Задачі з нелокальними інтегральними умовами для рівнянь із час-

тинними похідними виникають при дослідженні багатьох фізичних та 
біологічних процесів, зокрема, коли межа області протікання процесу є 
недоступною для проведення вимірювань або коли неможливо безпо-
середньо обчислити певні фізичні величини, однак відомі їхні усеред-
нені значення.  

У роботах [9, 14] встановлено класи єдиності та класи коректності 
задач з інтегральними умовами для рівнянь із частинними похідними в 
необмежених областях, при цьому для побудови розв’язків задач вико-
ристано метод перетворення Фур’є та диференціально-символьний ме-
тод [13]. Що стосується інтегральних задач (з інтегральними умовами у 
вигляді моментів) для рівнянь із частинними похідними в обмежених 
областях, то їх розв’язність у багатьох випадках є нестійкою щодо ма-
лих змін параметрів області та пов’язана з проблемою малих знаменни-
ків [1, 2, 4]. Для вирішення цієї проблеми у цитованих роботах було 
застосовано метричний.  

У даній роботі досліджено умови розв’язності у шкалі просторів 
Соболєва інтегральної задачі (з показниковими ваговими функціями 
під знаком інтеграла) для навантаженого строго гіперболічного рівнян-
ня, у якому оператор навантаження має вигляд лінійної комбінації зна-
чень невідомої функції та її похідних за просторовими координатами на 
скінченній кількості гіперплощин. Інтерес до вивчення нелокальних 
крайових задач для навантажених диференціальних рівнянь пов’язаний 
з тим, що до цих задач приводить моделювання задач довготривалого 
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прогнозування і регулювання рівнів ґрунтових вод і вологи підґрунтя. 
Зауважимо, що нелокальні задачі для навантажених рівнянь виникають 
при лінеаризації та чисельному розв’язуванні нелокальних задач для 
нелінійних рівнянь, при еквівалентному перетворенні нелокальних 
крайових задач та багатьох інших випадках [8]. 

1. Постановка задачі 
Нехай pΩ  – p -вимірний тор ( / 2π ) pR Z , (0, )= ×Ωp p

TQ T , 0T > , , 

1( , , ) p
px x x= … ∈Ω , 1( / , , / )x pD x x= ∂ ∂ … ∂ ∂ , 1| |

1/ psss s
x pD x x…∂ ∂ ∂= , 

1( , , ) p
ps s s += … ∈Z , 1| | ps s s= +…+ , 1( , , ) p

pk k k= … ∈Z , 

1 1( , ) p pk x k x k x= +…+ , ( ) 1 1
{ ( , , ) : max | | 0}n

n n jj n
z z z zρ ρ

≤ ≤
Π = = ∈ ≤ >C

r
K , 

mes n M
R

 ( mes n M
C

) – міра Лебега в nR  ( nC ) вимірної множини 
nM ⊂ R  ( nM ⊂ C ), ,j qδ  – символ Кронекера; 

,Hα α ∈R , – простір усіх тригонометричних рядів ( , )k x
k

ieϕ ϕ=∑  для 

яких є скінченною норма 2 2α( ); | | (1 | |) ;
p

k
k

x H kαϕ ϕ
∈

= +∑
Z

  

([0, ]; )nC T Hα  – банахів простір таких функцій ( , ) ( )exp(ik, )
p

k
k

u t x u t x
∈

≡ ∑
Z

, 

( ) [0, ]т
ku t С T∈ , pk∈Z , для яких є скінченною норма 

( ) ( , )

[0, ]0

( , ); ([0, ]; ) max ( ) ; .
p

n
n j ik x

kt Tj k

u t x C T H u t e Hα α∈
= ∈

=∑ ∑
Z

 

Розглядаємо таку задачу для навантаженого гіперболічного рів-
няння: 

 
0 0 1

0 0

1

( , )
0| | 1

, ( , ( ,) )
p

n n

x s s sn s s
s s n s p

nuL D u t x a
t t t x

u t
x

x−

= = −

⎛ ⎞ ≡ + =⎜ ⎟ ∂ …
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑   

 ( , ) [ ( , )], ( , ) ,= + ∈ p
TF t x N u t x t x Q   (1) 

 
0

( , ) ( ), 1, , , Ω ,j

T
t p

je u t x dt x j n xμ ϕ= = … ∈∫  (2) 

де, 
0( , )s sa ∈R , L  – строго гіперболічний вираз, 10 m Tτ τ≤ <…< ≤ , 

jμ ∈C , 1, ,j n= … , j qμ μ≠ , j q≠ , 
1

[ ( , )] ( ) ( , )τ
=

≡∑
m

j x j
j

N u t x B D u x , 

( ) 1| |
, 1

| |

/ psss
j x j s p

s M

B D b x x
≤

∂ ∂…∂= ∑ , ,j sb ∈C , 1, ,= …j m , <M n . 

2. Побудова розв’язку та умови єдиності 
Розв’язок задачі (1), (2) з проcтору ([0, ]; )nC T Hα  шукаємо у ви-

гляді ряду 
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                                 ( , )( , ) ( ) .
p

ik x
k

k

u t x u t e
∈

= ∑
Z

 (3) 

Кожен коефіцієнт ( )ku t , pk∈Z , ряду (3) визначаємо рівністю 
                       ( ) ( ) ( ),k k ku t v t w t= +  (4) 
де функція ( )kv t , pk∈Z , є розв’язком задачі 
                      ( / , ) ( ) 0,=n kL d dt ik v t  (5) 

         ,
0

( ) , 1, , , ,j

T
t p

k j ke v t dt j n kμ ϕ= = … ∈∫ Z  (6) 

де ,j kϕ , pk∈Z  – коефіцієнти Фур’є функцій ( )j xϕ , 1, ,j n= … , а функ-

ція ( )kw t , pk∈Z , є розв’язком задачі  
            ( / , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )],= + +n k k k kL d dt ik w t F t N v t w t  (7) 

               
0

( ) 0 ,, 1, , ,j

T
t p

ke w t dt j n kμ = = … ∈∫ Z  (8) 

де ( )kF t , pk∈Z  – коефіцієнти Фур’є функції ( , )F t x , а 

1

[ ( )] ( ) ( )
m

k j j
j

N f t B ik f τ
=

≡∑ , pk∈Z .  

Рівняння (5) має таку фундаментальну систему розв’язків: 

                
1

( )
( ) , 1,

, 0
,

,
,

0
λ

−⎧⎪=
=

≠
= …⎨

⎪⎩

r

r
q

q

kq i k t

t
y t q n

e

k

k
 (9) 

де ( )q kλ , 1, ,q n= … , \{0}pk∈Z
r

 – дійсні корені рівняння ( , ) 0L kλ = . 
Тоді загальний розв’язок рівняння (5) зображується рівністю 

          
1

( ) ( ) ( ),
n

k q kq
q

v t C k y t
=

= ∑  1, , ,q n= …  .pk∈Z  (10) 

Підставляючи (10) в нелокальні умови (6), отримаємо таку систе-
му для знаходження сталих ( )qC k , 1, ,q n= … : 

                     ,
01

( ) ( ) ,j
n

t
q kq

q

T

j kC e dk t tyμ ϕ
=

=∑ ∫  1, , .j n= …  (11) 

Через Δ( )k  позначимо визначник системи (11) 

                       
0 , 1

Δ( ) det .,( )j
kq

nT
t p

j q

y tk e dt kμ

=

= ∈∫ Z  (12) 

Лема 1. Для кожного pk∈Z  задача (5), (6) має єдиний розв’язок 
у просторі [0, ]nC T  тоді і тільки тоді, коли 
                                                         Δ( ) 0.k ≠  (13) 
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        Доведення проводиться за схемою доведення теореми 1 у [4, с. 23]. 
Якщо виконується умова (13), то розв’язок системи (11) зображу-

ється рівністю 

                       
1

Δ ( )
( ) ,

Δ( )

n
qr

q rk
r

k
C k

k
ϕ

=

=∑  1, , ,q n= K  (14) 

де Δ ( )qr k  , 1, ,q r n= K , – алгебричне доповнення елемента, що стоїть на 
перетині q -го стовпця і r -го рядка у визначнику Δ( )k . Тоді розв’язок 
задачі (5), (6) має вигляд 

                       
1 1

Δ
( ),

( )
( )

Δ( )

n n
qr

q
qk rk

r
ky t

k
v t

k
ϕ

= =

=∑∑  .pk∈Z  (15) 

Для знаходження розв’язку задачі (7), (8) використаємо метод фу-
нкції Ґріна. Якщо виконуються умови (13), то існує функція Ґріна зада-
чі (5), (8), яка зображується формулою: 
      ( , ) ( , )k kG t g tτ τ= +   

 1
, 1;

,1 1

( 1) ( )
( 1) ( )det || ( ) || ,

Δ( )

jn n
kj q n

q k k
j qj q

y t
U g U y

k ξ η ξ η
ξ η

+
=

≠ ≠= =

−
+ −∑ ∑  ,pk∈Z  (16) 

де ( , )kg t τ  визначається рівностями 

 

( )( )

1
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1

sgn( ) , 0,
2 ( ( ) ( ))

( , )

sgn( ) ( ) , 0.
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pi k tn
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j j pk
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t e k
i k i k
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t t k
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τ τ

−

=

= ≠

−
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⎪ −⎪= ⎨
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∑
∏

r
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Тоді розв’язок задачі (7), (8), який належить до простору [0, ]nC T , 
зображується формулою 
        ( ) [ ]( ) [ ( ) ( )] [1]( ),k k k k k k kw t I F t N v t w t I t= + +  ,pk∈Z  (17) 

де 
0

[ ]( ) ( , ) ( )
T

k kI f t G t f dτ τ τ= ∫ , pk∈Z . 

Щоб знайти величину [ ( )]k kN w t , 1, ,j m= … , у рівності (17) засто-
суємо до обидвох частин рівності (17) оператор [ ]N ⋅ . Дістанемо 
 [ ] [ ] [ ][ ( )] [ ]( ) ( ) ( ) [1]( ) , .p

k k k k k k k k k kN w t N I F t N v t w t N I t k= + + ∈Z (18) 

Для всіх pk∈Z  позначимо 
                                          [ ]Γ( ) 1 [1]( ) .k kk N I t= −  (19) 

Лема 2. Нехай виконуються умови (13) і для кожного pk∈Z  ви-
конується умова 
                                                Γ( ) 0.k ≠  (20) 
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Тоді задача (7), (8) має у просторі [0, ]nC T  єдиний розв’язок для 
довільної функції [0, ]kF C T∈ . 

Доведення. Припустимо, що задача (7), (8) має два різні розв’язки 
1 2, [0, ]n
k kw w C T∈ . Тоді функція 1 2( ) ( ) ( )k k kg t w t w t= −  є нетривіальним 

розв’язком навантаженого однорідного рівняння  
                          ( / , ) ( ) [ ( )]k k kL d dt ik g t N g t=  (21) 
і справджує однорідні умови (8). Оскільки за умовою теореми ( ) 0kΔ ≠ , 
то існує функція Ґріна задачі (7), (8), і для функції ( )kg t  справедливе 
таке зображення 

                             
0

( ) ( , ) ( ) .[ ]
T

k k k kg t G t N g t dτ τ= ∫  (22) 

Щоб знайти ( )[ ]k kN g t  у рівності (22), подіємо на обидві її частини опе-
ратором [ ]N ⋅ . У результаті для знаходження ( )[ ]k kN g t  отримаємо, що 
                  [ ][ ](( ) 1 [ 0] .1 )( )k k k kN g t N I t− =  (23) 

Оскільки за умовою леми 2 [ ]( ) 1 [1]( ) 0k kk N I tΓ = − ≠  для всіх 
pk∈Z , то ([ ] 0)k kN g t =  для всіх pk∈Z , а отже, з формули (22) випли-

ває, що ) 0(kg t ≡ , що суперечить припущенню. Тому при виконанні 
умов леми 2 розв’язок задачі (7), (8) – єдиний. Лему доведено. 

Якщо виконуються умови (13), (20), то  

 [ ] [ ] [ ]
[ ]

[ ]( ) ( ) [1]( )
[ ( )] , ,

1 [1]( )
k k k k k k k p

k k
k k

N I F t N v t N I t
N w t k

N I t
+

= ∈
−

Z  (24) 

а розв’язок задачі (7), (8) зображується формулою 

 [ ] [ ]
[ ]

( ) [ ]( )
( ) [ ]( ) [1]( ), .

1 [1]( )
k k k k k p

k k k k
k k

N v t N I F t
w t I F t I t k

N I t
+

= + ∈
−

Z  (25) 

Теорема 1. Нехай для всіх pk∈Z  виконуються умови (13), (20). 
Тоді задача (1), (2) не може мати у просторі ([0, ]; )nC T Hα  більше 
двох розв’язків. 

Доведення. Розв’язок задачі (1), (2) шукаємо у вигляді ряду (3), 
кожен коефіцієнт якого визначаємо рівністю (4), де ( )kv t  є розв’язком 
задачі (5), (6) а ( )kw t  – розв’язком задачі (7), (8). За умовою теореми, 

( ) 0Δ ≠k  та ( ) 0Γ ≠k  для всіх pk∈Z . Тоді за Лемами 1, 2 для всіх 
pk∈Z  задачі (5), (6) та (7), (8) мають єдиний розв’язок у просторі 

[0, ]nC T . З єдиності розв’язку задач (5), (6) та (7), (8) для всіх pk∈Z  
випливає, що задача (1), (2) не може мати у просторі ([0, ]; )nC T Hα        
більше двох розв’язків.  
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Якщо для всіх pk∈Z  виконуються умови (13), (20), то формаль-
ний розв’язок задачі (1), (2) зображується формулою 

 
1 1

Δ ( )
( , ) [ ]( )

Δ( )
( )

p

n n
qr

rk k k
q

kq
rk

k
u t x I Fy tt

k
ϕ

= =∈

+
⎛

= +⎜⎜
⎝

∑ ∑∑
Z

  

 [ ] [ ] ( , )( ) [ ]( )
[1]( ) .

( )
k k k k k ik x

k

N v t N I F t
I t e

k
⎞+

+ ⎟Γ ⎠
 (26) 

Збіжність ряду (26) пов’язана проблемою малих знаменників, 
оскільки величини ( )kΔ , ( )kΓ  можуть набувати як завгодно малих за 
модулем значень для нескінченної кількості векторів pk∈Z . Це може 
спричинити розбіжність ряду (26) у шкалі просторів ([0, ]; )nC T Hα , 
α ∈R . 

3. Існування розв’язку задачі. 
Щоб дослідити умови існування розв’язку задачі (1), (2), доведе-

мо спочатку таку допоміжну лему. 
Лема 3. Для кожного \{0}pk∈Z

r
 виконуються оцінки 

                             3| ( ) | | |, 1, , .j k C k j nλ ≥ = K  (27) 
Доведення. Зі структури виразу ( / , )∂ ∂ xL t D отримуємо, що 

                         ( , ) ( | |) , , 0.
| | | |
λλ ⎛ ⎞

= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
n kL ik i k L k

i k k
  

Тому корені ( )λ j k , 1, ,= Kj n , 0≠
r

k , рівняння ( , ) 0λ =L ik  можна 
зобразити у вигляді 
                           ( ) | | ( ), 1, , ,λ σ= = Kj jk i k k j n  (28) 

де ( )σ j k , 1, ,= Kj n , 0≠
r

k , – дійсні корені рівняння 

                                    , 0.
| |

σ⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠

kL
k

 (29) 

З однорідності полінома 
1

1

1 1
0 (0, )

| || | | | | |=

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ K

p

p

ss

s ss
s n

k kkA a
k k k

, який є 

вільним членом рівняння (29) та строгої гіперболічності виразу 
( / , )∂ ∂ xL t D  випливає, що на компакті { :| | 1}pS ξ ξ= ∈ =R  модуль 

( )0A ξ  відокремлений від нуля деякою додатною сталою 1C , тобто 

                               ξ∀ ∈S  ( )0 1 0.A Cξ > >  (30) 
За теоремою Вієта  

                          0 1( 1) ( ) ( ),
| |

σ σ⎛ ⎞
= − ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
Kn

n
kA k k
k

 0≠
r

k ,  

З оцінок (30) дістанемо, що 
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                                 1 1( ) ( )σ σ⋅ ⋅ ≥K nk k C , 0≠
r

k . (31) 
Коефіцієнти рівняння (38) є рівномірно обмеженими за 

\{0}pk∈Z
r

, тому й корені цього рівняння є рівномірно обмеженими за 
k , тобто існує стала 2 0C >  така, що для всіх 0≠

r
k  виконуються нері-

вності 
                                  2( )σ ≤j k C , 1, ,= Kj n . (32) 

Із оцінок (31), (32) отримуємо, що 
                    3 2( )σ≤ ≤jC k C , 1, ,= Kj n , 0≠

r
k . (33) 

Тоді із формул (28), (33) отримаємо, що 3| ( ) | | |λ ≥j k C k , 
1, ,= Kj n . Лему доведено. 
Теорема 2. Нехай для всіх векторів pk∈Z  виконуються нерівно-

сті Δ( ) 0, Γ( ) 0.k k≠ ≠  Нехай існують сталі 1 2,ω ω ∈R  такі, що для 
всіх (крім скінченної кількості) векторів pk∈Z  виконуються нерівно-
сті 
                               1|Δ( ) | (1 | |) ,k k ω−≥ +  (34) 
                               2| Γ( ) | (1 | |) .k k ω−≥ +  (35) 
Якщо

1 2( 2) 2([0, ], )M n nF C T Hα ω ω+ − − + +∈ , 
1 2( 3/2) 2q M n nHα ω ωϕ + − − + +∈ , 1, ,q n= … , 

то у просторі ([0, ]; )nC T Hα  існує єдиний розв’язок задачі (1), (2), який 
неперервно залежить від функцій ( , )F t x  та ( )j xϕ , 1, ,j n= … . 

Доведення. Встановимо оцінки зверху для функцій ( )kv t , ( )kw t  та 
їхніх похідних до порядку n  включно. З леми 3 випливає, що для кож-
ного елемента визначника (12) при 0≠

r
k  виконуються оцінки  

 
( ( ))

( ( )) 1
40

1 | |
( )

j q
j q

i k T
T i k t

j q

ee dt C k
i k

μ λ
μ λ

μ λ

+
+ −−

= ≤
+∫ , , 1, , .= …j q n  (36) 

Тоді з формул (12) та (36) дістанемо оцінки для алгебричних до-
повнень Δ ( )qr k , , 1, ,q r n= …  

                   1
4 | |Δ ( ) − +≤qr

nC kk , , 1, , , 0.q r n k= … ≠
r

 (37) 
З формул (15), (37) та (34) отримаємо, що в кожній точці [0, ]t T∈  

виконуються нерівності: 

 1
1

1

1

( ) (1 | |) | |, 0,1, , .j
j n

k
rkj

n

r

d v t C k j n
dt

ω ϕ− + +

=

≤ + =∑ K  (38) 

Знайдемо оцінку для ( ) /j j
kd w t dt , 1, ,j n= … . З формул (16), (34) та (37) 

отримуємо оцінку зверху для 
0

( , ) ( )/
T

j j
k kt G t F dτ τ τ∂ ∂ ∫ , 0,1, , 1j n= … −  
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 1( 1)( 4)

0

/2
4 ,( , ) ( ) (1 | |) ( ).ωτ τ τ δ− − + +≤ + +

∂
∂ ∫ j n

Tj

k k k j n kj
nG t F d C k I F t

t
 (39) 

де 2

0
| ( ) |

T

k kI F dτ τ= ∫ . 

Знайдемо оцінки зверху для модулів виразів, які входять у форму-
лу (25): 

 [ ( )] 1]( )[
j

k k kjN v t I t
dt
d

≤

 1( 1)( 6)/2 2
5

1

(1 | |) | |, 0,1, , ,M j n n
n

rk
r

C k j nω ϕ+ − − + +

=

≤ + = …∑  

 [ ] 1( 1)( 4) 2
6]( ) 1]( ) (1 | |) , 0[ ,1, , .[

j

k k k
n

k
j

kj
M nN I F t I t C k I j n

dt
d ω+ − − + +≤ + = …  

Із цих нерівностей випливає, що 

 1 2( 1)( 6)/2

1

2
7( ) (1 | |) | |M j n n

j n

k rkj
r

d w t C k
dt

ω ω ϕ+ −

=

− + + +
⎜≤ + +
⎛

⎝
∑   

 )1 2( 1)( 4) 2(1 , .| |) 0,1, ,M j n n
kk I j nω ω+ − − + + + = …+ +  (40) 

З формул (34), (35), (38) та (40) отримаємо оцінку 

 ( 1 2

2
2(2 ( 2) ) 2

8[0, ]

4max ( ) (1 | |)
j

M n n
k kjt T

d u t C k I
dt

ω ω+ − + +

∈

+≤ + +   

 1 22(2 ( 3)/2 )3 2

1

(1 | |) | | 0,1, ,, .
n

M n n
qk

r

k j nω ω ϕ+ − + +

=

++
⎞
⎟+ = …
⎠

∑  (41) 

Із формул (41) випливає, що 

( 1 214 2 2) 4(( , ); ([0, ], ) ( , ); ([0, ]; )n
M n nu t x C T H C F t x C T Hα α ω ω+ + − + ++≤ +   

 
1 2 32 ( 3)/2

1

( ); .
m

q M n n
q

x Hα ω ωϕ + ++ + − +
=

⎞
+ ⎟⎟

⎠
∑  

Теорему доведено. 
4. Метричні оцінки малих знаменників. 
 
Теорема 4. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в R ) чисел 

> 0T  нерівність (34) виконується для всіх (крім скінченної кількості) 
векторів pk∈Z , якщо 1 1> ( 1)p pω ξ+ − , 1 = ( 1)!2 .nnξ +  

Доведення теореми проведено у [6]. 
Нехай 1, , p

pσ σ +∈ZK  – такі мультиіндекси, що 

1 ( ,0, ,0), , (0,0, , )σ σ= =K K KpM M . Многочлени ( )jB ik , 1, ,= Kj m , 
можна зобразити у вигляді 
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 1 1

1

1 1
| | ,
, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .p p

p

ssM M s
j j j p j p

s M
s s

B ik b ik b ik b ik ikσσ

σ σ
≤

≠ ≠

= + + + ⋅ ⋅∑
K

K K  (42) 

Щоб отримати оцінки знизу для ( )Γ k  використаємо таку допоміжну 
лему: 

Лема 4. Нехай 1, ,K nq q  – деякі натуральні числа, а 1( , , )K nF z z  
такий многочлен змінних 1, ,K nz z , що його похідні 

 
1

1
1

, 1, , 1,
+

+

+ +

+

∂
≡ = −

∂ ∂

K

K
K

j n

j n

q q

jq q
j n

F P j n
z z

  

є многочленами змінних 1, ,K jz z , причому 1 1 1( )=P P z  має степінь 1q . 

Якщо для всіх ( )ρ∈Π
r

nz  виконується нерівність 

 
1

1
1

0,δ
+ +∂

≥ >
∂ ∂

K

K

n

n

q q

qq
n

F
z z

  

то для довільного 0ε >  
 12/( , , )

1 1mes { ( ) :| ( , , ) | } ( , , ) ( / ) n
n

q q
n n nz F z z C q qρ ε ε δ∈Π ≤ ≤ ⋅

C
K

r
K K .  

Теорема 5. Нехай для всіх pk∈Z  виконується умова (13). Для 
кожного 1, ,= Kj m  нерівність (35) виконується для майже всіх (щодо 
міри Лебега в p×R C ) векторів 1( , ) ( , , , ) [0, ]p p

j j j j jb b b Tσστ τ= ∈ ×C
r

K  для 

всіх (крім скінченної кількості) pk∈Z , якщо 2 / 2 ( 1)ω ≥ − + +p M n p .  
Доведення. Для кожного pk∈Z  розглянемо такi множини: 

 { }2

2, ( , ) ( , ) [0, ] ( ) :| ( ) | (1 | |) ,j j j pM k b T k k ω
ω ρ τ ρ −= ∈ ×Π Γ < +

r
  

де 1, ,= Kj m , ρ ∈N . З огляду на лему Бореля-Кантеллi [4] і те, що 
простір pC  можна покрити зліченною кількістю полікругів ( )ρΠ p , 
ρ ∈N , для доведення теореми досить перевірити, що ряди  
                     

2,mes ( , )p
p

j
k

M kω ρ
×

∈
∑ R C

Z

, 1, ,= Kj m , (43) 

є збіжними для кожного ρ ∈N , якщо 2 ( 1)ω ≥ − + +p M n p . Для цього 
покажемо, що  

        
2

17
,mes ( , )

(1 | |)p j p

CM k
kω ερ +×

≤
+R C

, 1, ,= Kj m , (44) 

де додатні сталі 17 , C ε  не залежать від pk∈Z . Зауважимо, що будь-
який цілочисловий вектор pk∈Z  належить до однієї з множин 

1, ,K pK K , де { }1( , , ) :| | (1 | |) /p
q p qK k k k k k p= = ∈ ≥ +ZK , 1, ,q p= K . 

Для оцінки зверху мір множин 
2, ( , )jM kω ρ , 1, ,= Kj m , де qk K∈  

для деякого q , 1, ,q p= K , зауважимо, що виконується включення  
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2 2 2

1 2
, , ,( , ) ( , , ) ( , , )j j jM k M k q M k qω ω ωρ ρ ρ⊂ ∪ , 1, ,= Kj m , pk∈Z , (45) 

де  
 { 2

2

1
, ( , , ) ( , ) [0, ] ( ) : | ( ) | (1 | |) ,j j j pM k q b T k k ω
ω ρ τ ρ −= ∈ ×Π Γ < +

r
  

 }( ) / (1 | |)q
jk b kσ χ−∂Γ ∂ ≥ +  (46) 

{ }2

2
, ( , , ) ( , ) [0, ] ( ) : ( ) / (1 | |)q

j j j p jM k q b T k b kσ χ
ω ρ τ ρ −= ∈ ×Π ∂Γ ∂ < +

r
. (47) 

Спочатку оцінимо зверху 
2

2
,mes ( , , )p jM k qω ρ

×R C
. Якщо тепер qk K∈  для 

деякого q  і точка 
2

2
,( , ) ( , , )j j jb M k qωτ ρ∈

r
, то з рівностей (19) та означен-

ня множин (47) отримаємо, що в цій точці виконується нерівність  

      
0

( , ) | | (1 ) (1 | |)
T M M M

k j qG d k k p kχ χτ τ τ − − − −< + ≤ +∫ . (48) 

Тому  
 

2

2
, ( , , )jM k qω ρ ⊂   

 { } { }
0

[0, ] : ( , ) (1 | |) ( )
T M M

j k j j pT G d p k bχτ τ τ τ ρ− −⊂ ∈ < + × ∈Π∫
r

.  

Оскільки 

 ( )
0

/ , ( , ) 1, 1, ,τ τ τ τ∂ ∂ = =∫ K
T

j k jL k G d j m ,  

то з леми 2 (див. [5]) випливає, що  

 { }0
mes [0, ] : ( , ) (1 | |)

T M M
j k jT G d p k χτ τ τ τ − −∈ < + ≤∫R   

 1 ( ) /
17 17(1 | |) (1 | |)M n pС k C kχ σ− + − −≤ + = + , 1, ,= Kj m , (49) 

де ) / 1 0M n pσ χ= ( + − − > . З нерівностей 
2

2

2( )1 1
, 18mes ( , , ) ( ) (1 | |)p

p
jM k q С T k χ ω
ω ρ πρ −2 −

×
≤ + ≤

R C
 випливає, що  

 
2

2 2
, 17mes ( , , ) ( ) (1 | |)p

p p
jM k q C k σ
ω ρ πρ − −

×
≤ +

R C
, 1, ,= Kj m . (50) 

Оцінимо тепер зверху 
2

1
,mes ( , , )p jM k qω ρ

×R C
, де qk K∈  для деякого 

q . Для фіксованих параметрів jτ , 1 11 , , , , ,q q p
j j j jb b b bσ σ σσ − +K K  функція ( )kΓ  

є лінійною функцією параметра q
jbσ . Із леми 4 випливає, що  

 2

2

2( )1
, 18mes ( , , , , ) ( | |)q

j j jM k q b С kσ χ ω
ω ρ τ −≤ +C

r
, 1, ,= Kj m , (51) 

де 1 11( , , , , , )q q q p
j j j j jb b b b bσ σ σ σσ − +=
r

K K , 

 ( ){ }2 2

1 1
, 1 ,( , , , , ) ( ) : , ( , , )q q

j j j j j j jM k q b b b M k qσ σ
ω ωρ τ ρ τ ρ= ∈Π ∈

r r
.  

Інтегруючи оцінку (51) в області 1[0, ] ( )pT ρ−×Π , отримаємо  

   2

2

2( )1 1
, 18mes ( , , ) ( ) (1 | |)p

p
jM k q С T k χ ω
ω ρ πρ −2 −

×
≤ + ≤

R C
ε−−+ pkC )1(19 , (52) 
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де 1, ,= Kj m , 2 0pε ω χ= 2( − ) − > . Таким чином, з оцінок (50),  
2

2

2( )1 1
, 18mes ( , , ) ( ) (1 | |)p

p
jM k q С T k χ ω
ω ρ πρ −2 −

×
≤ + ≤

R C
 випливає, що  

{ }
2, 20mes ( , , ) max (1 | |) , (1 | |)p

p p
jM k q С k kσ ε
ω ρ − − − −

×
≤ + +

R C
, 1, ,= Kj m . (53) 

З нерівностей (53) випливають оцінки (44). Теорему доведено. 
Висновки 
У роботі отримано формальний розв’язок задачі з інтегральними 

умовами з показниковими ваговими функціями для строго гіпер-
болічного рівняння навантаженого значеннями невідомої функції та її 
похідних на скінченній кількості гіперплощин, доведено теорему про 
існування розв’язку у шкалі просторів Соболєва, а також встановлено 
метричні оцінки знизу для малих знаменників, які виникають при 
побудові розв’язку. При доведенні цих оцінок з'ясовано детальну 
структуру цих знаменників, при цьому використано техніку розділених 
різниць. 

Результати можна поширити на випадок малих знаменників, що 
виникають у задачах з інтегральними умовами для систем рівнянь із 
частинними похідними. 
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In this paper it is constructed solution of integral problem for loaded 

hyperbolic equation, proved theorem on existence of solution in the class of 
Sobolev spaces and given lower estimations for the solutions using metric 
approach. 
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