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Встановлено умови коректної розв’язності у шкалі просторів 

Соболєва задачі спряження з інтегральною умовою для параболо-
гіперболічного рівняння у циліндричній області )/2(),( pp ZR πβα ×− . 
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Вступ.  
У роботі [1] вказано на необхідність розгляду задач спряження 

для рівнянь із частинними похідними, коли на одній частині області 
рівняння є параболічним, а на іншій – гіперболічним. Зокрема, в [1] на-
ведено приклад задачі про рух газу вздовж каналу з пористим навко-
лишнім середовищем: рух газу в каналі описується хвильовим рівнян-
ням, а ззовні – рівнянням дифузії. Інші застосування цих задач спря-
ження можна знайти у працях [2]-[4]. 

У прямокутній області двох змінних ),( xt  крайові задачі спря-
ження з локальними та нелокальними (зокрема, періодичними та інтег-
ральними) умовами за змінною x  для параболо-гіперболічного рівнян-
ня досліджено у роботах [5]-[10]. Постановки подібних задач з інтегра-
льною умовою за часовою змінною t  у науковій літературі не розгля-
дались. Дана робота присвячена дослідженню задачі спряження з інтег-
ральною умовою за часовою змінною t  та умовами періодичності за 
просторовими змінними для параболо-гіперболічного рівняння. 

1. Позначення.  
Нехай pp Ωβα ×− ),(=Δ , α , β  – додатні числа, ppp ZR πΩ /2=  – 

p -вимірний тор ( pZ – цілочислова гратка в дійсному просторі pR ), 

Np∈ , p
p Zkkk ∈),,(= 1 K , 22

1||=|| pkkk ++K , p
pxxx Ω∈),,(= 1 K , 

pxt Δ∈),( ; qH , Rq∈ , – соболєвський простір функцій, отриманий по-
повненням множини тригонометричних многочленів 

),(exp=)( xikx k
k
ϕϕ ∑  за нормою  
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таких, що для кожного фіксованого It∈  функції  
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належать до простору jq−H  і як елементи цього простору є непере-

рвними за t  на I ; норму в просторі );( q
n I HC  задаємо формулою  
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2. Постановка задачі. 
В області pD  для параболо-гіперболічного рівняння  
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розглянемо задачу з умовами спряження на поверхні 0}={t  зміни типу 
рівняння  
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та додатковою інтегральною умовою  
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    (3) 

де a ,b  – додатні числа, 222
1

2 // pxx ∂∂++∂∂≡ KΔ  – оператор Лапласа, 

0}>{D=D tpp ∩+ , 0}<{D=D tpp ∩− , )(xϕ  – задана функція. 
Означення. Розв’язком задачі (1)-(3) називаємо функцію u  з кла-

су ),0];[()];[0,( 21
qq HCHC αβ −I , для якої справджуються рівності  

0,=),0];([;0,=)];([0,; 22 −− − qq LuLu HCHC αβ   (4) 
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2. Умови єдиності розв’язку задачі.  
Розв’язок задачі шукаємо у вигляді ряду Фур’є  

 ).,(exp)(=),( xiktuxtu k
Zk p
∑
∈

    (7) 

З умов (4)-(6) випливає, що для кожного pZk ∈  коефіцієнт )(tuk  
ряду (7) є розв’язком задачі для звичайного диференціального рівняння  
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з умовами спряження при = 0t   
 0)(=0)(0),(=0)( +′−′+− kkkk uuuu   (9) 

та інтегральною умовою  
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де kϕ , pZk ∈ , – коефіцієнти Фур’є функції )(xϕ . 
Загальний розв’язок рівняння (8) має вигляд  
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де ka , kb  і kc  – довільні сталі, для = 0k
r

 значення виразу 
kb

tkb )(sin
 

приймаємо рівним t . Функція (11) задовольняє умови (9) тільки тоді, 
коли  

.=,= 2
kkkk ckabca −  

Тому розв’язок рівняння (8), що справджує умови спряження (9), 
зображується формулою  

      .
0,<),(sin)(cos

0,),(exp
=)(

2

p
k

k

k

k Zk
ttkb

b
kac

tkbc

ttkac
tu ∈

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−

≥−
 

Щоб знайти сталу kc , використаємо інтегральну умову (10). 
Отримуємо  

,,= p
kkk kc Z∈ϕδ  

де  
,=0 βαδ +  
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Таким чином, справедлива наступна теорема. 
Теорема 1. Якщо існує розв’язок задачі (1)-(3), то він єдиний тоді 

і тільки тоді, коли для всіх }0{\
r

pZk ∈  виконується умова  
 0.≠kδ     (12) 

3. Умови існування розв’язку задачі. 
Якщо для всіх }0{\

rpZk ∈  виконується умови (12), то формаль-
ний розв’язок задачі (1)-(3) зображується рядом  
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Встановимо умови, при виконанні яких ряд (13) є збіжним. Для 
цього знайдемо оцінку знизу для виразів kd , }0{\

rpZk ∈ , які входять 
знаменниками у вирази для коефіцієнтів ряду (13) (див. формули (14)). 

Лема. Для всіх тих значень pZk ∈ , для яких )2/(ln> βak , ви-
конується оцінка  
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Доведення. Зобразимо kδ  у вигляді  
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для всіх )2/(ln>k βa , що й треба було довести. 

Теорема 2. Нехай для всіх pZk∈ , для яких )2/(ln<0 βak ≤ , 
виконується умова (12). Тоді для довільної функції 3+∈ qHϕ  існує єди-
ний розв’язок задачі (1)-(3), який зображується рядом (13) і неперервно 
залежить від ϕ . 
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випливає, що для ряду (13) виконуються оцінки  
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де 43 , CC  – додатні сталі, що не залежать від k . З отриманих нерівнос-
тей (16) випливає твердження теореми. 
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The conditions of correctness in Sobolev spaces to the conjugation 

problem with integral condition for parabolic-hyperbolic equations in cylin-
drical domain )/2(),( pp ZR πβα ×−  are established. 
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