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У циліндричній області досліджено задачу з локальними багато-
точковими умовами за часовою змінною та умовами типу Діріхле за 
просторовими координатами для лінійної параболічної системи рів-
нянь високого порядку зі змінними за просторовими координатами ко-
ефіцієнтами. Встановлено умови існування та єдиності розв’язку за-
дачі. Доведено метричні теореми про оцінки знизу малих знаменників, 
які виникли при побудові розв’язку задачі. 

Ключові слова: багатоточкові умови, параболічна система, малі 
знаменники, міра Лебега. 

 
1. Вступ. Багатоточкові задачі для рівнянь та систем рівнянь із ча-

стинними похідними вивчались у багатьох роботах (див., наприклад, 
[1-10] та бібліографію в них). Зокрема, у необмежених областях корек-
тність багатоточкових задач для систем еволюційних рівнянь дослі-
джено у роботах [1-4]. У працях [14, 15] встановлені необхідні та до-
статні умови розв’язності задачі з двоточковими та багатоточковими 
нелокальними крайовими умовами для системи гіперболічних рівнянь 
другого порядку. 

В обмежених областях розв’язність багатоточкових задач для сис-
тем рівнянь із частинними похідними, взагалі, пов’язана з проблемою 
малих знаменників. Малі знаменники, що виникають у багатоточкових 
задачах для систем рівнянь із частинними похідними, мають складну 
нелінійну структуру і досліджені мало. У роботах [6-8] досліджено дво-
точкові задачі для деяких безтипних та гіперболічних систем рівнянь 
другого порядку зі сталими та змінними коефіцієнтами, а також багато-
точкові задачі з рівновіддаленими вузлами для систем четвертого та 
шостого порядку. У згаданих роботах багатоточкові задачі для систем 
рівнянь високого порядку розглядались, однак питання про оцінки зни-
зу малих знаменників, які виникають у цих задачах, не вивчалось. У 
роботі [9] досліджено коректність багатоточкової задачі для лінійної 
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безтипної системи рівнянь високого порядку зі сталими коефіцієнтами і 
вперше для випадку систем загального вигляду встановлено оцінки 
знизу малих знаменників, які виникли при побудові розв’язку задачі. 

У даній статті встановлено коректну розв’язності задачі з багато-
точковими умовами (які містять значення невідомої функції та її похід-
ні за часовою змінною у вузлах інтерполяції) для системи лінійних па-
раболічних рівнянь високого порядку і доведено, що такі умови вико-
нуються для майже всіх (стосовно міри Лебега) векторів, складених із 
коефіцієнтів системи, коефіцієнтів умов та значень вузлів інтерполяції. 

Надалі використовуватимемо такі позначення: Q  – обмежена 
однозв’язна область в pR  з гладкою межею Q∂ ; Qxxx p ∈),,(= 1 K ; 

}),(0,:),{(= QxTtxtD ∈∈ ; QT ∂×Γ ][0,= ; ρ,jC , (0,1)∈ρ , – клас 
функцій, визначених і неперервних разом із похідними j -го порядку в 
області Q , j -ті похідні яких задовольняють в Q  умову Гельдера з 

показником ρ ; ρ,jA – клас замкнених областей з Q , для яких функції, 
що задають у локальних координатах рівняння межевих поверхонь цих 
областей, належать до класу ρ,jC . Нижче у роботі фігурує 
диференціальний вираз )()/)((/= 1, xqxxpxL jij

p
ji i +∂∂∂∂−∑ = , де 

0)()( >= xpxp jiij , },{1,, pji K∈ , 0)( ≥xq . Якщо ρ,2nAQ∈∂ , 
ρ1,2 −∈ n

ij Cp , ρ2,2 −∈ nCq , то задача 0=|)(),(=)( QxXxXxLX ∂λ  має 

повну ортонормовану в )(2 QL  систему власних функцій }),({ Ν∈kxX k  
і нескінченну множину додатних власних значень },{ Ν∈kkλ , причому 

)(2 QCX n
k ∈ , Ν∈k , і справджуються оцінки [11] 

.,<<0, 21
2/

2
2/

1 Ν∈≤≤ kCCkCkC p
k

p λ   (1) 
Нехай Ames nC , )( Bmes nR ,– міра Лебега в nC вимірної множини 

nA C⊂ , )( nB R⊂ ; );( mmnC – множина всіх цілочислових наборів 
),,(= 1 mii Kω , таких, що mniii m ≤≤ <<<1 21 K ; p  – бінарне 

відношення на множині );( mmnC , яке визначається правилом 
σω =),,(),,(= 11 mm jjii KpK , якщо перша відмінна від нуля серед 

різниць mm ijij −− ,,11 K  є додатною; 
b

E βα , , R∈βα , , – простір вектор-
функцій, одержаний поповненням простору скінченних сум 

)(= xX kkϕϕ rr
∑ , mm

kkk col Χ∈),,(= 1 ϕϕϕ K
r , Ν∈k , за нормою  
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m
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b
wE ϕϕϕβαϕϕ βα ++∑

∞
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)exp(=);( b
kkkw βλλβα α ; ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ bn ETC βα ,];[0,  – простір вектор-функцій 

)()(=),( xXtuxtu kk
rr

∑ , ][0,))(,),((=)( 1 TCtutucoltu nm
kkk ∈K

r , Ν∈k , 

таких, що для кожного фіксованого ][0,Tt∈  похідні jj ttu ∂⋅∂ /),(r , 

},{0,1, nj K∈ , належать до простору 
b

E βα , , і є неперервними за 

][0,Tt∈  в нормі цього простору; норму в ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ bn ETC βα ,];[0,  задаємо 

рівністю 

.;),(
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b
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j
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∑

r
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2. Формулювання задачі. В області D  розглянемо задачу: знайти 

вектор-функцію ),( xtur , яка є розв’язком системи 
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  (2) 

і справджує умови 
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},)1},{(max,{0,1,,0=|),( −∈Γ MnbrxtuLr K
rr   (4) 

де m
ji

r
jir LaLA 1=,, )(=)( , 1},{0,1, −∈ nr K , qqr

ji

brn

q

r
ji LaLa ,

,

)(

0=
, =)( ∑

−
, 

C∈qr
jia ,

, , Ν∈b , )),(,),,((=),( 1 xtuxtucolxtu mK
r , 

m

ji
qr
ji

q
r LbLB

1=,
,

, )(=)( , 

ssqr
ji

M

s

qr
ji LbLb ,,

,
0=

,
, =)( ∑ , C∈sqr

jib ,,
, , Ν∈M , ,<<0 1 Ttt n ≤≤ K  

))(,),((=)( 1 xxcolx m
qqq ϕϕϕ K

r , },{1, nq K∈ . 
 Будемо вважати, що для системи (2) виконуються умови: 
 )1A  рівняння  

0=),(det kW λμ  (5) 
має попарно різні корені )(,),(1 kk mnμμ K , які задовольняють 
нерівності  

 0;>},,{1,,)( 11 δλδμ mnqkRe b
kq K∈−≤   (6) 
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 )2A  для кожного },{1, mnq K∈  вектори ( )m
kqkqkq hhcolh ,

1
,, ,,= K

r
, є 

ненульовими, де вектор kqh ,
r

 – перший стовпець матриці 

)),(( kq kW λμ∗ , приєднаної до матриці )),(( kq kW λμ , },{1, mnq K∈ . 

Якщо в умовах (3) 0===1 nNN K , а всі матриці )(0 LBq  – 
одиничні, то задача з такими умовами для систем рівнянь з частинними 
похідними зі сталими коефіцієнтами досліджена у роботі [9]. 

 
3. Єдиність розв’язку задачі. Розв’язок задачі (2) – (4) з простору 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ bn ETC βα ,];[0,  шукаємо у вигляді ряду  

).()(=),(
1=

xXtuxtu kk
k

rr
∑
∞

    (7) 

Кожна вектор-функція Ν∈ktuk ),(r , є розв’язком задачі  

,0=)(,
rr tu
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dW kk ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ      (8) 

},,{1,=)]([ , nqtuU kqkq K
rr

∈ϕ     (9) 

де ))(,),((=)( 1 tutucoltu m
kkk K

r , ),,(= ,
1

,,
m

kqkqkq col ϕϕϕ K
r , Ν∈k , – коефіці-

єнти Фур’є вектор-функції )(xqϕ
r  за системою }),({ Ν∈kxX k , 

},{1, nq K∈ . Для кожного Ν∈k  розв’язок задачі (8), (9) зображується 
формулою 

),)((exp)(=)( ,
1=

tkhkCtu lkll
mn

l
k μ

rr
∑     (10) 

де сталі )(kCl , },{1, mnl K∈ , знаходимо із системи алгебричних 
рівнянь 

},{1,},,{1,,=))((exp)()()( ,,
,

,
1=0=1=

minqtkhkbkkC kqql
j
kl

qr
ji

m

j

r
l

N

r
l

mn

l

q
KK

r
∈∈∑∑∑ ϕμμ  

визначник якої позначимо через )(kΔ , Ν∈k : 

.))((exp)()(det=)(
},{1,

},,{1,},,{1,
,

,
,

1=0=

mnl

minq
ql

j
kl

qr
ji

m

j

r
l

N

r
tkhkbkk

q
K

KK

∈

∈∈

∑∑Δ μμ  (11) 

Теорема 1. Нехай для системи (2) виконуються умови )1A , )2A . 

Для єдиності розв’язку задачі (2)-(4) у просторі ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ bn ETC βα ,];[0, , 

R∈α , R∈β , необхідно і досить, щоб виконувалась умова  
 0.)( ≠Δ∈∀ kk Ν     (12) 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2015. – № 1(29) 

49 

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 1 із [8]. 
 
4. Існування розв’язку задачі. Надалі вважатимемо, що 

справджується умова (12). Тоді для кожного Ν∈k  існує єдиний 
розв’язок )(tuk

r  задачі (8), (9), а формальний розв’язок задачі (2) – (4) 
зображується рядом 

),()())((exp
)(
)(

=),( ,
,

1=,1=
xXkhtk

k
k

xtu kkill
limn

lik
ψμ

rr

Δ

Δ
∑∑

∞
   (13) 

де ),,,,,,(=),,( ,
1

,1,
1
1,,1,

m
knkn

m
kkkmnk ϕϕϕϕψψ KKKK , )(, kliΔ , ∈li,  

},{1, mnK , – алгебричне доповнення елемента, що стоїть на перетині i -
го рядка та l -го стовпця визначника )(kΔ . Збіжність ряду (13), взагалі, 
пов’язана з проблемою малих знаменників, оскільки |)(| kΔ , будучи 
відмінним від нуля, може набувати як завгодно малих значень для 
нескінченної кількості Ν∈k . 

Позначимо: nn tttm 1111 )(= δδβ −++K , }{min=
},{1,

0 q
nq

NN
K∈

, 

1)()(1)1)((= 01 −+−+++−− nmMbNNNbmnmmbnG nK . 
Теорема 2. Нехай виконується умова (12) і нехай для системи (2) 

справджуються умови )1A  і )2A , та існують сталі R∈γ  і R∈ν  такі, 
що для всіх (крім скінченної кількості) Ν∈k  виконується нерівність  

 ).;(|)(| νγ −−≥Δ kwk      (14) 

Якщо 
b

q E 0,0 βαϕ ∈
r , },,{1, nq K∈  де Gbmn +++ γαα =0 , 

10 = βνββ −+ , то в просторі ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ bn ETC βα ,];[0,  існує єдиний розв’язок 

задачі (2)-(4), який зображується рядом (13) і неперервно залежить 
від вектор-функцій qϕ

r , },{1, nq K∈ . 
Доведення. Встановимо оцінки зверху для коренів рівняння (5). 

Для цього зауважимо, що рівняння (5) має вигляд  
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2
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1
1, kmn
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в якому  
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,1,0{∈r },nK , то враховуючи явні формули для коефіцієнтів klR , , 
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отримуємо, що lb
kkl CR λ4, || ≤ , },{1, mnl K∈ . Тоді згідно з [12, с. 102], 

для коренів )(kqμ  рівняння (15) випливають оцінки  

}.,{1,,max2|)(| 5
/1

,
},{1,

mnqCRk b
k

l
kl

mnl
q K

K
∈≤≤

∈
λμ   (16) 

На підставі оцінок (16) для компонент векторів klh ,
r

 одержуємо  

}.,{1,},,{1,,|| 1)(
6, mnlmrCh mbn

k
r
kl KK ∈∈≤ −λ    (17) 

Із оцінок (6), (17) отримуємо, що для кожного 0>t  справджуються 
нерівності 
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q
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δμμ   (18) 

З огляду на (11), (16) – (18) отримуємо  
}.,{1,,),;(|)(| 18, mnliGwCk kli K∈−≤Δ β   (19) 

Із формули (13) на підставі оцінок (14), (16), (17)-(19) встановлюємо  
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Із (20) випливає твердження теореми. 
 
 5. Параболічні системи, які справджують певні діофантові 
властивості. Для системи (2) для кожного Ν∈k  запровадимо такі 

позначення: )()(=)(
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r

K
r

   (21) 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2015. – № 1(29) 

51 

 ( ) .)()(=)( 2

);(,

kMkMkS

mmnC

ωσ

ωσ
ωσ

−∏
∈
p

   (22) 

Означення 1. Будемо говорити, що система (2) справджує умову 

1γH , R∈1γ , якщо для всіх (крім скінченної кількості) чисел Ν∈k  
виконується нерівність  

.|>)(| 1γλ
−
kkH      (23) 

Означення 2. Будемо говорити, що система (2) справджує умову 

2γ
S , R∈2γ , якщо для всіх (крім скінченної кількості) чисел Ν∈k  

виконується нерівність  

.|>)(| 2γλ
−
kkS      (24) 

Для попарно неперетинних наборів ),,(,,1 mmnCr ∈ωω K  
11 −≤≤ nr , таких, що ,= ∅qj setset ωω I  rqj ≤≤ <1 , розглянемо 

множини  
},1,=:{=),,(),,(= 111 jqsetsetWmmnCW qjj ≤≤∅+ ωωωωω IK    (25) 

де }1,,1{ −∈ nj K , та многочлени  
( ))(=),;,(

}{\)1,,1(
1 kMkP

jjW
jj

j
ω

ωωωω
μωωμ −∏

−∈ K

K , 1},{1, −∈ nj K . (26) 

Відзначимо, що степінь многочлена ),;,( 1 jj kP ωωμ K  за змінною μ  

дорівнює 1= −m
jQj Cd , 1)(= +− jnmQj . 

Для систем (2), які справджують умови 
1γ

H  та 
2γ

S  справедливі 

наступні твердження. 
Лема 1. Якщо система (2) справджує умову 

1γ
H , то існують 

такі попарно непретинні набори 1ω , ),(, mmnCn ∈ωK , для яких 
нерівність  

0,>,>)( 11
1)/2(1

11
1=

CCkh nbmn
k

n

j
j

−−−
∏

γ
ω λ    (27) 

виконується для всіх (крім скінченної кількості) натуральних k . 
Доведення. Використовуючи теорему Лапласа про обчислення 

визначників, розкладемо визначник )(kH . Враховуючи нерівності (23), 
дістанемо  

)()(|)(<| 1

1=

),,(
,),(,

),,(
1

2111
12211

11

kkhkH jn

j

W
WW

k jj

nnn

n

−

∈
∈∈

−
Λ≤ ∏∑

−−−

−
ωω

ωωω
ωωω

ωω

γλ

K
K

K
,  (28) 
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де 1W , ),,,( 11 −jjW ωω K  1},{2, −∈ nj K , – множини, визначені 
формулами (25), ),( mmnCn ∈ω  – набір, що однозначно визначається за 
наборами 11 ,, −nωω K  умовою ,= ∅jn setset ωω I  1},{1, −∈ nj K . Сума 

в лівій частині нерівності (28) містить nmmn )!/()!(  доданків, тому 
знайдуться такі неперетинні набори ),(,,1 mmnCn ∈ωω K , що  

.)()(
)!(
)!()()( 1

1=1=

1

1=

),,(
,),(,

),,(

2111
12211

11

kkh
m
mnkk j

j

n

jj

n

j
n

j
n

j

W
WW

jj

nnn

n
h −−

∈
∈∈

Λ≤ ∏∏Λ∏∑

−−−

−
ωωωω

ωωω
ωωω

ωω

K
K

K
    (29) 

Оскільки з нерівностей (16) випливає, що для довільного набору 

),( mmnC∈ω  mb
k

mCk λω )(|)(| 5≤Λ , а 1)/2(
12

1

1=
)( −− ≤Λ∏ nbmn

k
jn

j
Ck

j
λω , то з 

оцінок (28), (29) отримуємо  

,|)(||)(||)(|
)!(
)!(

1=

1)/2(
13

1

1=1=

1 khCkkh
m
mn

jjj

n

j

nbmn
k

jn

j

n

j
nk ωωω

γ λλ ∏∏∏ −−− ≤Λ≤  

тобто 1)/2(11
12

1=
)(|)(| −−−−≥∏

nbmn
k

n

j
Ckh

j

γ
ω λ . 

Лема 2. Якщо система (2) справджує умову 
2γS , то для довільних 

попарно непретинних наборів 1ω , ),(, 1 mmnCn ∈−ωK  нерівність  
bgbn

kjj
n

j
CkkMP

j

++−−−
≥∏ )2/()1(

131
1

1=

2),,,);(( φγ
ω λωω K   (30) 

виконуються для всіх (крім скінченної кількості) натуральних k , де 

1)( −= m
mn

m
mn CCφ , jd

n

j
g ∑

−
=

1

1=
. 

Доведення. На підставі формули (22) функцію )(kS  можна 
зобразити у вигляді  

( ) ,))()((),,;),((=)( 2

)(),(

2
1

3

kMkMkkMPkS
jI

jjj ωσ
ωσ

ω ωω −∏
∈

K  (31) 

де }),,,(:),{(=)( 111 jjjj WjI ωσωωσωσ pK −∈ , :),{()(2 ωω jjI =  
}),,,( 11 ωωωωω pK jjjW −∈ , )}()(),(,:),{(=)( 213 jIjIjI Up ∉ωσωσωσ , 

1},{1, −∈ nj K . Оскільки множина )(3 jI  складається із jd−φ  
елементів, то враховуючи оцінки (16), одержуємо, що  

.|)()(| )(
14

)(),( 3

jdb
k

jI
CkMkM −

∈
≤−∏

φ
ωσ

ωσ
λ    (32) 

Із формули (31) на підставі оцінок (24), (32) встановлюємо, що 
нерівності  
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)(
2
2

151 ),,;),((
j

j

db
kjj CkkMP

−−−
≥

φ
γ

ω λωω K , }1,,1{ −∈ nj K , (33) 

виконуються для всіх крім скінченної кількості натуральних k . 
Перемноживши нерівності (33), отримуємо твердження леми. 
 Нехай 2)/21)((= 2 ++ bnnmθ , ( ) ( :=,,= ,

,1 a qrq
jicolYYcolY θK

r
 

1},,{0,},,{1,, −∈∈ nqmji KK  )})(,{0,1, bqnrq −∈ K  – вектор розміру 

θ , 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤∈

∈
ρρΠ

θ

θ
θθ ||max:),,(==)(

},{1,
1 j

j
YYYY

K
K

r
C , 0>ρ . 

Зауваження. Можна довести, що для системи (2) умови 
1γ

H  та 

2γ
S  справджуються для майже всіх (стосовно міри Лебега в θΧ ) 

векторів )(ρθΠ∈Y
r

 для всіх (крім скінченної кількості) натуральних k , 

якщо 1)/8(2> 2
1 −− nmnnpmγ , а /4>2 φγ mp . Для цього слід 

використати міркування, аналогічні тим, які були застосовані при 
доведенні леми 4 та леми 5 у [9]. 

Лема 3. Нехай для системи (2) виконується умова )1A . Для 
довільних попарно неперетинних наборів 1ω , ),(, mmnCn ∈ωK , для всіх 

Ν∈k , справджується нерівність  

 .|)(| )(
16

1=

1 nj
j

NNbm
k

Nn

j
Ck ++≥Λ∏ Kλω    (34) 

Доведення. Із умови параболічності системи (2) (див. умову )1A ), 

випливає, що b
kl kRe λδμ 1|)(| ≥ , },{1, mnl K∈ , Ν∈k . Враховуючи 

елементарну нерівність zRez ≥|| , отримуємо b
kl k λδμ 1|)(| ≥ , 

},{1, mnl K∈ . Зі встановлених оцінок одержуємо нерівність  

,)(|)(| )()(
1

1=

11 nnj
j

NNbm
k

NNbmNn

j
k ++++≥Λ∏ KK λδω  Ν∈k , 

з якої випливає твердження леми. 
 

6. Метричні оцінки малих знаменників. Дослідимо питання про 
можливість виконання оцінки (14), якщо система (2) справджує умови 

1γ
H  та 

2γ
S . Позначимо: ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∈∈ },{1,},,{1,:= ,,

, minqbZ MqN
ii
q KK

r
; 

}/|)({|maxsup=
},{1,

2
b
kq

nmqk
kRe λμδ

K∈∈Ν
. 
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Теорема 3. Нехай система (2) справджує умови )1A , )2A та умови 

1γ
H , 

2γ
S . Тоді для майже всіх ( стосовно міри Лебега в mnC )  векторів 

)(ρmnZ Π∈
r

 і для майже всіх ( стосовно міри Лебега в nR )  векторів 
n

n Ttt ][0;),,( 1 ∈K  нерівність (14) виконується для всіх (крім скінченної 
кількості) натуральних k , якщо  

( )+++
−

+ φγγγ bbmnn 2
2

)1(> 21 ,)(
22 1 mnMNNbmgmnp

n −++−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + K  

Tmn 2δν ≥ . 
Доведення. Продиференціюємо визначник )(kΔ  за змінними 

mnzz ,,1 K . Отримуємо  

),(=)(
1

k
zz
k mnM

k
mn

mn
ϒ

∂∂
Δ∂ λ

K
   (35) 

 де .))(exp()(det=)(
},{1,

},,{1,
,

mnl

nq
qlkl

N
l tkhkk q

K

K

r ∈

∈
ϒ μμ Встановимо спочатку, 

що при виконанні умов 
1γ

H , 
2γ

S  для всіх (крім скінченної кількості) 

Ν∈k  виконується нерівність  

),(exp|)(| 2
0 b

kk Tnmk λδλ γ
−≥ϒ

−      

де ( ) εφγγγ +++−+++
−

+= )(
2

2
2

)1(
1210 nNNbmpgbbmnn
K , 0>ε . 

Для цього запровадимо позначення: ),,,( 1 nj
j ttk K+ϒω , jW∈ω , – 

визначник, який отримується з )(kϒ  викреслюванням перших jm  
рядків та jm  стовпців, номери яких складають множину 

ωωω setsetset j UUKU 11 − ;  

)},(|<),,(:|][0,{=)( 01
0

0 kttkTtkF n
n νK

r
ϒ∈  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≥ϒϒ∈ +−

−
−

)(),,,(),(<),,,(:][0,=)( 11
1

1
kttkkttkTtkF jnj

j
jjnj

j
j

n
j νν ωω KK

r

,1},,{1, Ν∈−∈ knj K  

де )(),,( 1
0 kttk n ϒ≡ϒ K , а числа )(,),(),( 110 kkk n−ννν K , Ν∈k , 

визначаються рекурентними формулами  

)(exp)()(=)( 21
b
k

N
n Tmkhkk

n

n

n
λδν ωω −Λ− , 

×Λ− |),,;),((|)()()(=)( 11 jjj
N

jj kkMPkhkkk
j

j

j
ωωνν ωωω K  
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jbp
jd

k
b
kTm

ζ
λλδ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−× 2
2 )(exp , 

в яких 110 −<<< nζζ K . Оцінимо зверху міри Лебега в nΡ  множин 
),(kFj  1},{1, −∈ nj K . Для цього зауважимо, що з теореми Лапласа 

про обчислення визначників випливають рівності:  
=ϒ −

−
),,,(1

1 nj
j ttk

j
Kω  

),,,,())((exp)(= 1
),,( 11

nj
j

j
W

ttktkMkh
jj

K
K

+
∈

ϒ±∑
−

ωωω
ωωω

  (36) 

де 1},{1, −∈ nj K . З формул (36) випливає, що для кожного 
1},{1, −∈ nj K  

×Λ=ϒ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂ −

−
)()(),,(,,;, 1

1 1
khkttkk

t
P

j

j

jj

N
nj

j
j

j
j ωωωωω KK

.,),,(),,;),((|))(exp(Re 11 Ν∈ϒ× + kttkkkMPtkM nj
j

jjjj jj
KK ωωω ωω (37) 

Якщо )(kFt j∈
r

, 1},{1, −∈ nj K , ,Ν∈k  то з формул (37) ортримуємо  

 ×Λ≥ϒ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂ −

−
)()(),,(,,;, 1

1 1
khkttkk

t
P

j

j

jj

N
nj

j
j

j
j ωωωωω KK   

)()(exp|),,;),((| 21 kTmkkMP j
b
kjj j
νλδωωω −× K .   (38) 

Із оцінок (38) на підставі леми 2 із [10] справджуються такі 
нерівності: 

×≤+−
b
knjjj CttttkFmes λ17111 ),,,,,,( KKR  

≤⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ Λ
++

−
− j

jj

jj

jj

j
d

dbp
k

bd
k

d

jjkj

b
k

jN
j

C
kkMPhk

Tmkk
1

)2/(18

1

1

21

|),,;),((||)(|)(

)(exp|)(|)(
ς

ωω

ω

λ

λ
ωωλν

λδν

K
 

j

j

d
p

kC

ς

λ
−−

≤
2

18 , }1,,1{ −∈ nj K , Ν∈k ,  (39) 
 
де )}(:][0,{=),,,,,,( 111 kFtTtttttkF jjnjjj ∈∈+−

r
KK , 1},{1, −∈ nj K . 

 
Інтегруючи оцінки (39) за змінними njj tttt ,,,,, 111 KK +− , отримуємо 

0}/{min=1},,{1,,)(
1},{1,

1
12

19 >−∈≤
−∈

−−

jj
nj

p

kjn dnjCkFmes ζελ
ε

K
K

R
.(40) 
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Зауважимо, що )()(
1

1=
0 kFkF j

n

j
U
−

⊂ . Це випливає з того, що внаслідок 

рівності ))((exp)())((=),(1
1 nnn

N
nn

n
n

tkMkhktk n
ωωωω Λϒ −

−
 виконується 

нерівність ).(),( 1
1

1
ktk nn

n
n −
−
−

≥ϒ νω  Із нерівностей (40) встановлюємо, що 

для міри множини )(0 kF  справджується оцінка  

,)()( 12
20

1

1=
0

ε
λ

−−−

≤≤∑
p

kjn

n

j
n CkFmeskFmes

RR
 

з якої на підставі оцінок (1) випливає, що ряд )(0
1=

kFmes n
k

R∑
∞

 є збіжним. 

Тоді згідно з лемою Бореля-Кантеллі [13, с. 13] для майже всіх 
(стосовно міри Лебега в nR ) векторів nTt ],0[∈

r
 нерівність  

 ×Λ≡≥ϒ ∏∏
−

|),,,),((||)(|)()(|)(| 1
1

1=1=
0 jj

n

j

Nn

j
kkMPkhkkk

jj

j

j
ωων ωωω K  

( )Tmngbpwk 22;)/2( δε −−+−× ,    (41) 

де 0
1

1
2 >= ∑

−

=

n

j
jςε , виконується для всіх (крім скінченної кількості) чисел 

Ν∈k . Із (41) на підставі оцінок (27), (30), (34) тверджень лем 1, 2, 3 
встановлюємо, що для майже всіх (стосовно міри Лебега в nR ) векторів 

nTt ],0[∈
r

 нерівність 
 ( )TmnwCk k 2021 ;|)(| δγ −−≥ϒ    (42) 

виконується для всіх (крім скінченної кількості) чисел Ν∈k . 
Із формули (35) та оціноки (42) отримуємо, що для майже всіх 

(стосовно міри Лебега в nR ) векторів nTt ],0[∈
r

 нерівність  

 );()(
2022

1
TmnmnMwC

zz
k

k
mn

mn
δγ −+−≥

∂∂
Δ∂

K
  (43) 

виконується для всіх (крім скінченної кількості) чисел Ν∈k . Тоді із 
оцінок (43) та леми 1 із [9] при 30 /4= εγγ ++− pmnmnM , Tmn 2= δν , 
де 0>3ε , отримуємо, що  

≤−−≤∈ )};(|)(:|)({ νγΔρΠ kmnmn wkZmes
r

C
 

mn
p

k
mn

k

k
TmnmnMw

wC
32

2

2

20
23 );(

);(
ε

λ
δγ

νγ −−
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−

−−
≤ .  (44) 
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Із оцінок (1), (44) та леми Бореля-Кантеллі випливає твердження 
теореми. 

З теорем 2, 3 отримуємо твердження про однозначну розв’язність 
задачі (2)-(4) для майже всіх (стосовно міри Лебега) векторів складених 
з її параметрів. 

Теорема 4. Нехай система (2) справджує умови )1A , )2A  та 
1γ

H , 

2γ
S . Якщо b

q E
0,0 βαϕ ∈

r , },{1, nq K∈ , де  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

−
++ gmnpbbmnn

22
)2(

2
)1(> 210 φγγαα

MbNnmnmbn −−+−+ 0
2 )1( , nn tttmmn 11120 )(= δδδββ +++−+ K , 

то для майже всіх (стосовно міри Лебега в nmC ) векторів )(ρnmZ Π∈
r

 

і для майже всіх (стосовно міри Лебега в nR ) векторів nTt ],0[∈
r

 в 

просторі ( )bn ETC βα ,];[0,  існує єдиний розв’язок задачі (2)-(4), який 
зображується рядом (13) і неперервно залежить від вектор-функцій 

qϕ
r , }.,{1, nq K∈  

 
7. Висновки. У даній роботі розглянуто локальну багатоточкову 

задачу для системи параболічних рівнянь високого порядку зі змінними 
за просторовими координатами коефіцієнтами. Дана задача є 
некоректною за Адамаром, а її розв’язність залежить від малих 
знаменників, які виникли при побудові розв’язку. Встановлено умови 
єдиності та умови існування розв’язку задачі, доведено метричні оцінки 
знизу малих знаменників задачі. 
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PROBLEM WITH MULTIPOINT CONDITIONS 
FOR SYSTEMS PARABOLIC EQUATIONS  

OF HIGT ORDER WITH VARIABLECOEFFICIENTS 
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The correctness of the problem with multipoint conditions on time 
variable and Dirichlet type conditions on spatial coordinate for the system 
parabolic equations of higt order is investigated. The conditions of existence 
and uniqueness solution of the problem are established. The metrical theo-
rem on evalution from below of small denominators of the problem are 
proved. 

Key words: system parabolic, multipoint conditions, small denomina-
tors, Lebesque measure. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


