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В роботі побудовано векторний аналог операторного числення 
для генераторів сильно неперервних n -параметричних напівгруп опе-
раторів в згортковій алгебрі ультрарозподілів класу Жевре з носіями в 
додатному n -вимірному конусі. Доведена теорема про зображення 
згорткової алгебри ультрарозподілів Жевре у вигляді комутанта )( 0C -
напівгрупи операторів зсуву. 

Ключові слова: ультрадиференційовні функції, ультрарозподіли 
Жевре, сильно неперервна напівгрупа операторів, комутант напівгру-
пи, операторне числення. 

 
Вступ. Основу техніки роботи складають n -параметричні опера-

торні сильно неперервні напівгрупи, простір векторнозначних ультра-
диференційовних функцій класу Жевре з носіями в додатному n -
вимірному конусі, а також топологічно спряжений йому простір ульт-
рарозподілів Жевре. 

Побудоване операторне числення Фур’є-Лапласа спирається на 
важливі теореми про зображення згорткових алгебр у вигляді комутан-
та n -параметричної сильно неперервної напівгрупи операторів зсуву, 
узагальнює відоме перетворення Фур’є Е. Хілле, Р. Філіпса [1] для зго-
рткових алгебр мір і є продовженням низки досліджень авторів (див. 
[2]-[4]), присвячених цій тематиці. 

1. Основні позначення і термінологія. На сукупності векторів 
,int),,( 1

n
n R+∈= ννν K  n

n R+∈= int),,( 1 μμμ K задаємо порядок :{ μν p  
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},,11 nn μνμν << K  і фіксуємо дійсне число .1>ℵ  Для довільних векто-

рів n
nn Rbbbaaa ∈== ),,(),,,( 11 KK  визначаємо простір нескінченно 

диференційовних функцій з носіями в n -вимірному паралелепіпеді 
],[],[:],[ 11 nn bababa ××= K  виду  

.
)(

supsup],,[supp::],[
],[

],[
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+∞<
∂

=∈= ℵ
∈∈ +

kk

k

batZk
baG k

t
babaG

n ν

ψ
ψψψ

νν  

Вище ℵℵℵ ⋅⋅== nk
n

kk
n kkkkkk KK 1

11 :),,,( , nk
n

kk ννν ⋅⋅= K1
1: ,   

              nk
n

kk ∂∂=∂ K1
1: , ).,,1(,)(: nj

t
i

j

j
jj

k
j

k
kk

j K=
∂

∂
−=∂  

Розглядаємо локально опуклу індуктивну границю вигляду 
],[indlim],[:)(

1
baGbaGRG
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n
ν

ν ν
νUU

ff≥ +∞→
==  

відносно неперервних вкладень ],[],[ baGbaG ′′⊂ μν  таких, що μν p≤1  

і ],[],[ baba ′′⊂ . Неважко перевірити [5], що простір )( nRG  є алгеброю 
відносно операції поточкового множення функцій. Функції з )( nRG  
називаються ультрадиференційовними в сенсі М. Жевре. 

Для простору )(RG  функцій однієї змінної відображення 

⎩
⎨
⎧

<
≥

=⋅=→∋Θ
,0,0
,0,1

)(,:)(:
t
t

tRG θψθϕψ  

визначає фактор-простір Θ=+ Ker/)(:)( RGRG  ультрадиференційовних 
функцій класу Жевре на додатній півосі. 

Простір ),(~~)(:)( +++ ⊗⊗= RGRGRG n K  де через ⊗~  позначаємо по-
повнення тензорного добутку в проективній топології, називаємо прос-
тором ультрадиференційовних функцій класу Жевре з носіями в додат-
ному n -вимірному конусі .nR+  Якщо позначити 

,],0[Ker/],[:],0[ I bGbaGbG ννν Θ=  
то справджуються наступні топологічні ізоморфізми: 

],,0[indlim],0[ bGbG ν
ν +∞→

≅    ],,0[indlim)( bGRG
b

n
νν

+∞→
+ ≅  

].,0[indlim)(
,

bGRG
bv

n
ν

+∞→
+ ≅  

Зауважимо, що простір )( nRG +  − ядерний, рефлексивний і бочко-

вий. Нижче досліджуємо двоїстість ,)(),( nn RGRG ++′  де )( nRG +′  − згор-

ткова алгебра ультрарозподілів класу Жевре з носіями в додатному n -
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вимірному конусі. На алгебрі )( nRG +′  задаємо сильну топологію відно-
сно визначеної двоїстості. 

2. Векторнозначні ультрадиференційовні функції класу Жевре 
в .nR+  Нехай ( )⋅,X  − банахів простір. Для фіксованого числа 1>ℵ  роз-
глядаємо підпростори 
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простору всіх X -значних ультрадиференційовних функцій )(τx  з ком-
пактними носіями в .nR+  Для кожного набору векторів μν p≤1  маємо  

.),,(),( ),(),( XRGXRG
nn

nn xxXRGXRG
++

≤⊂ ++ νμμν  

Отже, на ),( XRG n
+  можемо ввести топологію індуктивної границі 
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Зауважимо, що з ядерності простору )( nRG +  і теореми Гротендіка 
[6, п. 3.3, теор. 13] про зображення тензорного добутку двох повних 
просторів, один з яких є ядерним, випливає справедливість наступних 
топологічних ізоморфізмів 

).,()(~)(~~)(~ XRGRGXRGRGX nn

n

++++ ≅⊗≅⊗⊗⊗
444 3444 21

K  

Теорема 1. Для довільної ультрадиференційовної функції за Жев-
ре функції ),()( XRGx n

+∈τ  існує n -вимірний вектор 1≥ν  такий, що 
),,()( XRGx n

+∈ ντ  при цьому функцію )(τx  можна подати у вигляді аб-

солютно збіжного ряду в просторі ),,( XRG n
+ν  а саме  

),()(x)(x nmn
m

mmm τϕτϕλτ ⊗⊗⊗=∑
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K1
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1   (1) 

де ∑
+∞

=

+∞<
1

,
m

mλ  і послідовності функцій )},({ jjm τϕ  ),,,1( nj K=  та еле-

ментів }{ mx  прямують до нуля відповідно у просторах )( +RG  та .X  
Доведення. Оскільки поповнення проективного тензорного добут-

ку є неперервне відносно переходу до індуктивних границь у випадку, 
коли кожен з елементів системи є типу ),(DF  зокрема, сильно-
спряженим до деякого простору Фреше (див. [7, теор. 2.3]), то 
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Звідси безпосередньо випливає наступний ізоморфізм 
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)(~indlim),( nn RGXXRG +
+∞→

+ ⊗≅ ν
ν

. 

Далі, простори X  та ),( +RG
jν  ),,,1( nj K=  є метризовними. Тоді 

для кожного елемента )(~ nRGXx +⊗∈  можна застосувати теорему Гро-
тендіка про зображення елементів поповнення проективного тензорно-
го добутку метризовних просторів [8, гл. ІІІ, теор. 6.4], з якої негайно 
випливає рівність (1). 

Нехай, )],([ XRGL n
+  − алгебра лінійних неперервних операторів з 

топологією рівномірної збіжності на обмежених множинах. Нижче роз-
глядаємо XI  − одиничний оператор, що діє на банаховому просторі X  
та )]([ n

f RGLT +∈  − оператор, визначений співвідношенням 

),()(,)(),())(( n
f RGUfT +∈= τϕτϕστϕ σ  

де )}(:{ nRGU +∈σσ  − n -параметрична )( 0C -напівгрупа операторів зсу-

ву вздовж конуса .nR+  Застосовуючи зображення (1), робимо висновок, 
що оператор )],([ XRGLTI n

fX +∈⊗  і діє таким чином: 
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Аналогічно визначаємо векторнозначний оператор зсуву за фор-
мулою 
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Теорема 2. Для кожного ультрарозподілу )( nRGf +′∈  оператор 

fX TI ⊗  є ядерним і комутує з векторнозначним оператором зсуву 
.σUI X ⊗  

Навпаки, для кожного оператора )],([ nRGLT +∈  який комутує з 
оператором ,σUI X ⊗  існує єдиний ультрарозподіл )( nRGf +′∈  такий, 
що fTT =  і )()()()( ττ xTIxTI fXX ⊗=⊗  для всіх ультрадиференційов-

них функцій ).,()( XRGx n
+∈τ  

Доведення. Оскільки оператор fX TI ⊗  належить простору 

)],([ XRGL n
+  і для кожної функції ),()( XRGx n

+∈τ  справедливе зобра-
ження (1), то в силу відомого критерію ядерності [9, гл. Х] отримуємо, 
що fX TI ⊗  є ядерним оператором. 

Далі, для векторнозначного оператора зсуву 
)],([ XRGLUI n

X +∈⊗ σ  та функції ),()( XRGx n
+∈τ  маємо 
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Отже, оператор fX TI ⊗  комутує з оператором .σUI X ⊗  

Навпаки, для довільної функції )()( nRG +∈τϕ  лінійний непере-
рвний функціонал )0)((: ϕϕ Tf →  визначає ультрарозподіл 

).( nRGf +′∈  Тоді для функції ),()( XRGx n
+∈τ  справедлива рівність 

).0()(, xTIxf X ⊗=  З іншого боку  
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Звідси 
).0()()0()( xTIxTI fXX ⊗=⊗  

Підставивши в останню рівність замість )0(x  функцію ),()( 0 τxUI X ⊗  

де ,nR+∈τ  отримаємо потрібне співвідношення. 
3. Операторне числення для згорткової алгебри ультрарозпо-

ділів класу Жевре. В цій частині роботи для довільного набору опера-
торів ,jA  ),,,1( nj K=  які генерують в деякому банаховому просторі n -
параметричну )( 0C -напівгрупу, побудуємо неперервний гомоморфізм 

із алгебри ультрарозподілів )( nRG +′  в локально опуклу алгебру опера-
торів )],([ nRGL +  наділену топологією рівномірної збіжності на обмеже-
них множинах. 

Нехай )(: XLUsRU s
n

s ∈→∋+  − n -параметрична напівгрупа опе-
раторів класу )( 0C  над комплексним банаховим простором ).,( ⋅X  Ге-
нератори n -параметричної )( 0C -напівгрупи визначаємо співвідношен-
ням  

).,,1(),(,
0

njADxxiA
x
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jj
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s K=∈−=
∂
∂
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Зауважимо, що кожен оператор jA  є замкненим і щільно визначеним з 
областю визначення .)( XAD j ⊂  Далі позначаємо ).,,(: 1 nAAA K=  
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Розглядаємо підпростір ),(ˆ XRG n
+  в банаховому просторі X ви-

гляду 

.),()(:)()(ˆ:),(ˆ
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⎪
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⊗== ∫
+

++
nR

n
Xs

n XRGsxdssxIUxXRG           (2) 

Зауважимо, що інтеграл, який використовується у співвідношенні (2), є 
інтегралом Бохнера від векторнозначної функції. 

Теорема 3. Якщо { }n
s RsU +∈:  − n -параметрична )( 0C -напів-

група, то підпростір ),(ˆ XRG n
+ щільний в банаховому просторі .X  

Доведення. Безпосередньо з властивостей інтеграла Бохнера ви-
пливає, що 

,)()(,'ˆ, ∫
+

⊗=′
nR

Xs dssxIUxxx  

де Xx ′∈′  − довільний лінійний і неперервний функціонал із спряжено-
го до X простору X ′ . 

Припустимо, що існує такий функціонал ,Xx ′∈′  для якого 
0ˆ, =′ xx  для всіх ).,(ˆˆ XRGx n

+∈  Очевидно, що ця умова залишається 

справедливою і для довільної функції ),( XRGx n
+∈ . Покажемо, що в 

такому випадку .0=′x  Не зменшуючи загальності, нам достатньо це 
показати для всіх елементів з простору ),( XRG n

+  виду ),()( sxsx ϕ⊗=  
де ,Xx∈  )()( nRGs +∈ϕ . 

Тоді  
).(,)()(, sxUxsxIUx sXs ϕ′=⊗′  

Оскільки sU  є )( 0C -напівгрупою, а x  та )(sϕ  пробігають всі елементи 

просторів X та )( nRG +  відповідно, то поляра =+
on XRG )),(ˆ(  

}0ˆ,:{ =′′ xxx  містить єдиний елемент .0=′x  Отже, з теореми про бі-
поляру (див. [8, гл. IV, теор. 1.5]) випливає, що простір виду (2) є щіль-
ним в .X  

Визначимо перетворення вигляду 
).,(ˆˆ)(),(: XRGxsxXRGF nn

A ++ ∈→∋  
Задамо на ),(ˆ XRG n

+  таку топологію, щоб AF  було неперервним відо-
браженням. Позначимо через )],,0([ˆ XbG  образ простору ),],,0([ XbG  
визначеного за формулою (2) при відображенні AF . 

Очевидно, що відображення, яке ставить у відповідність кожному 
елементу ),()( XRGsx n

+∈  образ ),(ˆˆ XRGx n
+∈  є лінійним і неперервним. 

При μν p≤1  вкладення  ),(),( XRGXRG nn
++ ⊂ μν  є неперервними. Тому 
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неперервними будуть вкладення ).,(ˆ),(ˆ XRGXRG nn
++ ⊂ μν  Отже, на про-

сторі ),(ˆ XRG n
+  можна ввести топологію індуктивної границі 
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Зауважимо, що при такій топологізації простору ),(ˆ XRG n
+  пере-

творення AF  здійснює топологічний ізоморфізм відповідних просторів. 
Нехай )],(ˆ[ XRGL n

+  − простір лінійних неперервних відображень 
із ),(ˆ XRG n

+  в ),(ˆ XRG n
+  з топологією рівномірної збіжності на обмеже-

них множинах. n -параметричній напівгрупі зсувів 
⊂∈⊗ +}:{ n

X RUI σσ  )],(ˆ[ XRGL n
+  поставимо у відповідність n -пара-

метричну напівгрупу вигляду 
.)(:ˆ)],,(ˆ[}:ˆ{ 1−

++ ⊗=⊂∈ AXA
nn FUIFUXRGLRU oo σσσ σ  

Зауважимо, що ця сукупність утворює )( 0C -напівгрупу, оскільки 

при nR+∈τσ ,  маємо 
=⊗= −

++
1)(ˆ

AXA FUIFU oo τστσ  

,ˆˆ)()( 11
τστσ UUFUIFFUIF AXAAXA oooooo =⊗⊗= −−  

і оператор 11
00 )(ˆ −− =⊗= AAAXA FFFUIFU ooo  є одиничним над просто-

ром ).,(ˆ XRG n
+  

Алгебраїчний ізоморфізм комутанта cU ][ σ  на відповідну комута-
тивну підалгебру цієї напівгрупи позначимо через 

.)][(ˆ][:ˆ 1−⊗∈→∋ A
c

XA
c

A FUIFUUUF oo σσ  
Теорема 4. Відображення виду: 

)],,(ˆ[)(ˆ)(: XRGLAffRG nn
++ ∈→∋′Φ  

де лінійний оператор )(ˆ Af  визначається формулою 

∫
+

⊗=→∋+
nR

fs
n dssxTUxAfxXRGAf ,)()(:ˆ)(ˆˆ),(ˆ:)(ˆ                (3) 

є неперервним ізоморфізмом згорткової алгебри ультрарозподілів Жев-
ре на замкнену підалгебру алгебри )],(ˆ[ XRGL n

+  вигляду 
.)][(:]ˆ[},:]ˆ{[ 1−

+ ⊗=∈ A
c

XA
cnc FUIFURU oo σσσ σ  

Зокрема, 
),(,),(ˆ)(ˆ)*( nRGgfAgAfgf +′∈=Φ o  

і оператор )(ˆ Aδ  розширюється до одиничного оператора XI  просто-
ру .X  
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Доведення. Сконструйоване вище бієктивне відображення кому-
танта cU ][ σ  на комутативну підалгебру cU ]ˆ[ σ  вигляду 

1)(ˆ,ˆ:ˆ −⊗=→ AXAA FUIFUUUF oo  
здійснює також алгебраїчний ізоморфізм. Відображення 

cn URGM ][)(: σ→′ +  є алгебраїчним ізоморфізмом [3]. Отже, можна 

однозначно визначити алгебраїчний ізоморфізм  .]ˆ[)(: cn URG σ→′Φ +  

Оскільки cn URGMF ]ˆ[)(:ˆ: σ→′=Φ +o  є композицією непере-
рвних відображень, то воно є неперервним. 

З формули (3) безпосередньо маємо, що )(ˆ)( Aff =Φ  для довіль-
ного ультрарозподілу ).( nRGf +′∈ Далі, для )()( sxsx ϕ⊗=  за властиві-
стю n -параметричних )( 0C -напівгруп операторів (див. [1, теор. 15.2.1]) 
отримуємо 

∫ ∫
+ +

=+= +
n nR R

gfts dsdt)ts()TT(Ux̂)]g()f([ ϕΦΦ oo  

.ˆ)*()(* xgfdppxTU
nR

gfp∫
+

Φ== ϕ  

Зокрема, 
=+=⊗=Φ ∫∫

++

dssxUdssxTUx
nn R

s
R

s )(),()()(ˆ)( σϕσδδ δ  

.ˆ)()()( xdssxIUdssxU
nn R

Xs
R

s =⊗== ∫∫
++

ϕ  

Оскільки простір )( nRG +  ядерний, то за теоремою 1 довільний 
елемент ),( XRGx n

+∈  можна розкласти в абсолютно збіжний ряд 

∑
+∞

=

⊗=
1

).(
m

mmm sxx ϕλ  Із абсолютної збіжності ряду випливатиме, що 

∫∑
+

==ΦΦ
+∞

= nR
mgfmp

m
m dppTxUxgf )(ˆ)]()([ *

1
ϕλo  

xgfxgf
m

mmm ˆ)*(ˆ)*(
1

Φ=⊗Φ=∑
+∞

=

ϕλ  

для довільного елемента ),,( XRGx n
+∈  в силу неперервності оператора 

)*( gfΦ  над простором ).,(ˆ XRG n
+  Теорему доведено. 

На просторі ),( XRG n
+ ультрадиференційовних X -значних функ-

цій ),,()( 1 nssxsx K=  на додатному n -вимірному конусі nR+  визначає-

мо оператори частинного диференціювання ,xl
j∂  ),,,1( nj K=  .Ν∈l  У 
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внутрішніх точках конуса це звичайне диференціювання, проте на межі 
конуса nR+  − це односторонні внутрішні частинні похідні. 

Теорема 5. Для довільних ),( nRGf +′∈  ),( XRGx n
+∈  та Ν∈l  ви-

конується співвідношення 

.),,1(,,)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ
1

0

1∑
−

=

−− =∂−=∂
l

k

k
j

kl
j

l
j

l
j

j

jj njxfiAxAfiAxAf K       (4) 

Доведення. Для функції )()( sxsx ϕ⊗=  маємо 
.))(()()(ˆ)(ˆ ∫∫

++

∂=∂⊗=∂
nn R

f
l
js

R

l
jfs

l
j dssTxUdssxTUxAf ϕ  

Використовуючи для останнього інтеграла формулу інтегрування 
частинами l  разів, а також властивість  

ϕσϕσσϕσϕ l
j

l
j

ll
jf

l
j fffT ∂=∂−=∂=∂ ,)(),()1()(),()0)((  

і означення генератора n -параметричної )( 0C -напівгрупи, отримуємо 
формулу (4). 

Щоб довести рівність (4) для довільних функцій ,x  знову скорис-
таємось ядерністю простору )( nRG +  та теоремою 1. Тоді формула ви-
пливатиме з неперервності )(ˆ Af  над простором ),(ˆ XRG n

+  і непере-
рвності відображення .AF  
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A vector analogue of operator calculus for generators of strongly con-

tinuous n -parametric semigroups of operators in the convolution algebra of 
Gevrey ultradistributions with supports in the positive n -dimensional cone 
is constructed. The theorem about representation of convolution Gevrey 
algebra of ultradistributions as commutant of the n-parametric )( 0C -
semigroup of shifts is proved. 

Key words: ultradifferentiable function, Gevrey ultradistribution, 
strongly continuous semigroup of operators, commutant of semigroups, 
operator calculus. 
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