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Показано, що простір ),( qp -лінійних відображень між комплекс-

ними лінійними просторами є власним підпростором простору ),( qp -
однорідних відносно сукупності аргументів )( qp + -лінійних в дійсному 
сенсі відображень . Побудовано проектор з простору ),( qp -однорідних 
відносно сукупності аргументів )( qp + -лінійних в дійсному сенсі відо-
бражень на простір ),( qp -лінійних відображень. 

Ключові слова: ),( qp -лінійне відображення, ),( qp -однорідне ві-
дображення, проектор. 

 
1. Попередні відомості 

Для лінійних просторів E  і F  над тим самим полем позначимо 
),( FEL n  простір всіх відображень з nE в F , які є лінійними відносно 

кожного зі своїх n аргументів (так званих n -лінійних відображень). Для 
зручності також будемо вважати, що FFEL =),(0 .  

Для комплексного лінійного простору X  будемо позначати RX  
простір із дійсною структурою. Простір RX  відрізняється від простору 
X  тим, що в RX  не дозволено множення на скаляри з ненульовою уяв-
ною частиною. 

Нехай X  і Y  – комплексні лінійні простори, p  і q  – цілі не-
від’ємні числа. Будемо позначати ),( , YXL qp  простір всіх відображень 

),( RR
qp YXLf +∈  таких, що ),,(),,( 11 qp

qp
qp xxfxxf ++ = KK λλλλ для всіх 

комплексних λ  і для всіх .,,1 Xxx qp ∈+K  Назвемо елементи простору 

),( , YXL qp  ),( qp -однорідними відносно сукупності аргументів )( qp + -
лінійними в дійсному сенсі відображеннями. 

В [1, теорема 1.15] доведено, що простір ),( RR
n YXL  є прямою су-

мою підпросторів ),,( , YXL knk −  де k  змінюється від 0  до .n  З іншого 
боку, дослідженими є деякі властивості так званих ),( qp -лінійних відо-
бражень [2, 3], які є елементами вищезгаданих підпросторів. 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2015. – № 1(29) 

32 

Відображення YXf qp →+:  називають ),( qp -лінійним відобра-
женням, якщо f  є лінійним відносно перших p  аргументів і антиліній-
ним відносно решти q  аргументів. Простір всіх ),( qp -лінійних відо-
бражень з qpX +  в Y  позначимо ).,(~ , YXL qp  Як не складно перекона-
тись, простір ),(~ , YXL qp  є підпростором ).,( , YXL qp  У розділі 2 даної 
роботи показано, що ),(~ , YXL qp  є власним підпростором в ).,( , YXL qp і 
побудовано проектор з ),( , YXL qp  на ).,(~ , YXL qp  

2. Основні результати 
Нехай p  і q  – натуральні числа. Побудуємо відображення ,f  яке 

належить простору ),,( , YXL qp  але не належить ).,(~ , YXL qp  Нехай e  – 
деякий ненульовий елемент простору .X  Доповнимо його до базису 
Гамеля простору X  елементами ,}{ Α∈ααe  де Α  – деяка індексна мно-
жина. Відомо, що кожен елемент Xx∈  можна єдиним чином подати у 
вигляді ∑

Α∈

+
α

αα ,ecce  де αcc,  – комплексні числа, і при цьому тільки 

скінченна кількість чисел αc  не дорівнює нулю. Визначимо оператор 
,: CX →κ  який кожному елементу x  ставить у відповідність число .c  

Нехай y  – деякий ненульовий елемент простору .Y  
Визначимо ,: YXf qp →+  

.)()()()())()(Re(),,( 22111 yxxxxxxxxf qppppqp ++++ = κκκκκκ KKK  

Можна перевірити, що ).,( , YXLf qp∈  Але ,0),,,( =eeief K  а 
,),,,( yeeef =K  тому f  не є ні лінійним, ні антилінійним відносно 

першого аргументу. Отже, ).,(~ , YXLf qp∉  
Побудуємо проектор ).,(~),(: ,, YXLYXLP qpqp →  Нехай }.,1{ iS =  

Для ),( , YXLg qp∈  покладемо 

).,,(
2

1),,)(( 11
),,(

111
1

qpqp
Srr

qpppqpqp xrxrgrrrrxxgP
qp

qp

++
∈

++++ ∑
+

+

= KKKK
K

 

Теорема 1. Для кожного ),( , YXLg qp∈  відображення )(gP  є 
),( qp -лінійним. 
Доведення. Адитивність )(gP  відносно кожного аргументу випли-

ває із адитивності відносно кожного аргументу відображення .g  Пока-
жемо однорідність )(gP  відносно перших p  аргументів і антиоднорід-
ність відносно решти q  аргументів. Нехай ,21 λλλ i+=  де 21,λλ  – дійсні 
числа. Нехай }.,,1{ pj K∈  Тоді 
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×= ∑
−+

++− ∈
+++−++

1
111 ),,,,,(

11111 2
1),,,,)((

qp
qpjj Srrrr

qpppjjqpqpj rrrrrrxxxgP
KK

KKKKK λ  

)].,,,,(),,,,([ 1111 qpqpjqpqpj xrxixrigxrxxrg ++++ −× KKKK λλ  
Спростимо вираз у квадратних дужках: 

=− ++++ ),,,,(),,,,( 1111 qpqpjqpqpj xrxixrigxrxxrg KKKK λλ  
=−−+= ++++ ),,,,(),,,,( 21112111 qpqpjjqpqpjj xrxxixrigxrxixxrg KKKK λλλλ  

−+= ++++ ),,,,(),,,,( 112111 qpqpjqpqpj xrixxrgxrxxrg KKKK λλ  
=+− ++++ ),,,,(),,,,( 112111 qpqpjqpqpj xrxxrgixrixxrgi KKKK λλ  

=+−+= ++++ ),,,,()(),,,,()( 11211121 qpqpjqpqpj xrixxrgiixrxxrgi KKKK λλλλ
=−= ++++ )),,,,(),,,,(( 1111 qpqpjqpqpj xrixxrigxrxxrg KKKKλ  

).xr,,xr,,xr(gr qpqpjj
Sr

j
j

++
∈
∑= KK11λ  

Тому 

×= ∑
+

++− ∈
+++−++

qp
qpjjj Srrrrr

qpppjjjqpqpj rrrrrrrxxxgP
),,,,,(

11111
1,11

2
1),,,,)((

KK

KKKKK λλ  

).,,,,)((),,,,( 111 qpjqpqpjj xxxgPxrxrxrg +++ =× KKKK λ  
Отже, відображення )(gP  є однорідним відносно перших p  аргу-

ментів. 
Нехай тепер }.,,1{ qppj ++∈ K  Тоді 

×= ∑
−+

++− ∈
++−+++

1
111 ),,,,,(

11111 2
1),,,,)((

qp
qpjj Srrrr

qpjjppqpqpj rrrrrrxxxgP
KK

KKKKK λ  

)].,,,,(),,,,([ 1111 qpqpjqpqpj xrxixrigxrxxrg ++++ +× KKKK λλ  
Спростимо вираз у квадратних дужках: 

=+ ++++ ),,,,(),,,,( 1111 qpqpjqpqpj xrxixrigxrxxrg KKKK λλ  
=−++= ++++ ),,,,(),,,,( 21112111 qpqpjjqpqpjj xrxxixrigxrxixxrg KKKK λλλλ  

++= ++++ ),,,,(),,,,( 112111 qpqpjqpqpj xrixxrgxrxxrg KKKK λλ  
=−+ ++++ ),,,,(),,,,( 112111 qpqpjqpqpj xrxxrgixrixxrgi KKKK λλ  

=−+−= ++++ ),,,,()(),,,,()( 11211121 qpqpjqpqpj xrixxrgiixrxxrgi KKKK λλλλ

=+= ++++ )),,,,(),,,,(( 1111 qpqpjqpqpj xrixxrigxrxxrg KKKKλ  

).,,,,( 11 qpqpjj
Sr

j xrxrxrgr
j

++
∈
∑= KKλ  

Тому 

×= ∑
+

++− ∈
++−+++

qp
qpjjj Srrrrr

qpjjjppqpqpj rrrrrrrxxxgP
),,,,,(

11111
1,11

2
1),,,,)((

KK

KKKKK λλ  

).,,,,)((),,,,( 111 qpjqpqpjj xxxgPxrxrxrg +++ =× KKKK λ  
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Отже, відображення )(gP  є антиоднорідним відносно останніх q  
аргументів. Теорему доведено. 

Як не складно перевірити, звуження P  на простір ),(~ , YXL qp є то-
тожним відображенням. Тому P  є проектором.  
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We show that the space of ),( qp -linear mappings between complex 

linear spaces is a proper subspace of the space of ),( qp -homogeneous with 
respect to the collection of arguments and )( qp + -linear in the real sense 
mappings. Also we construct a projector from the space of ),( qp -
homogeneous with respect to the collection of arguments and )( qp + -linear 
in the real sense mappings onto the space of ),( qp -linear mappings. 

Key words: ),( qp -linear mapping, ),( qp -homogeneous mapping, pro-
jector. 
 


