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Доведено загальну теорему про апроксимацію векторнозначних 

функцій з допомогою їх лінійної інтерполяції, яка зберігає звуження. 
Спираючись на неї, встановлено, що кожна нарізно неперервна функція 

:f X Y× → R , яка задана на добутку відрізка ],[= baX  і компактного 
простору Y , належить до секвенціального замикання простору 

)( YXC ×  сукупно неперервних функцій у просторі )( YXS ×  нарізно не-
перервних функцій з топологією пошарово рівномірної збіжності, якщо 
звуження YEf ×|  неперервне, де E  − це проекція ))(( fDprX  множини 
точок розриву функції f  на вісь X . 

Ключові слова: нарізно і сукупно неперервні функції, секвенціальне 
замикання, лінійна інтерполяція, яка зберігає звуження, топологія по-
шарово рівномірної збіжності. 

 
1. Вступ.  
В останні роки у серії праць [1-4] для компактних просторів X  i Y  

вивчався локально опуклий простір )(=)(= YXCCYXSS ××  всіх нарі-
зно неперервних функцій :f X Y× → R  з топологією T  пошарово рів-
номірної збіжності, що породжується сукупністю ),( YXN  переднорм  
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= ,x xf f
∞

 ,x X∈  = ,yy
f f

∞
 ,y Y∈  

де ),(= ⋅xff x , ),(= yff y ⋅  i = | ( ) |max
t T

g g t
∞ ∈

 − рівномірна норма на 

просторі )(TC  всіх неперервних функцій :g T → R , заданих на ком-
пактному просторі T . Основна проблема, що тут досліджується, поля-
гає в тому, щоб знайти опис секвенціального замикання 

s
C  простору 

)(= YXCC ×  усіх сукупно неперервних функцій :f X Y× → R  у прос-

торі S . Зокрема, навіть у випадку [0,1]== YX  невідомо, чи SC
s

= . Ця 
проблема виникла в процесі розвитку досліджень пошарово рівномірної 
апроксимації нарізно неперервних функцій, які були проведені в працях 
[5-9]. 

У праці [2] у випадку [0,1]== YX  вивчалися класи нарізно непе-

рервних функцій 2:[0,1]f → R , які входять у 
s

C . Там було показано [2, 
c. 151, теорема 8.4], що кожна функція Sf ∈ , у якої проекція 

))(( fDprX  на вісь абсцис множини )( fD  точок її розриву не більш, ніж 

зліченна, належить до 
s

C . Крім того, було з’ясовано [2, c. 155, теоре-      
ма 9.4], що коли у функції Sf ∈  звуження YEf ×| , де ))((= fDprE X  i 

[0,1]== YX , неперервне, то 
s

Cf ∈ . Ці два результати були отримані 
методом лінійної інтерполяції, який застосував ще А. Лебеґ у своїй піо-
нерній праці [10] при дослідженні берівської класифікації нарізно непе-
рервних функцій. 

У праці [3] застосований у [2] метод лінійної інтерполяції був пе-
ренесений на векторнозначні функції і з допомогою нього теорема 8.4 з 
[2] була узагальнена на випадок нарізно неперервних відображень 

:f X Y× → R , де ],[= baX  i Y  − довільний компактний простір. 
Теорема 9.4 з [2] була доведена з допомогою лінійної інтерполяції, 

яка зберігає звуження. Постало природне питання: чи переноситься і 
цей метод на векторнозначні функції? Тут ми здійснюємо таке перене-
сення, отримуємо загальну теорему про апроксимацію векторно-
значних функцій з допомогою їх лінійної інтерполяції, яка зберігає зву-
ження, і застосовуємо її для узагальнення теореми 9.4 з [2] на випадок, 
коли = [ , ]X a b , a Y  − довільний компактний простір. 

2. Лінійна інтерполяція зі збереженням звуження.  
Нехай F  − замкнена підмножина відрізка ],[= baX , для якої 

XFba ≠⊆},{ , i FXG \= . Ясно, що ∅≠G , причому FbaG \),(= , то-
му G  − це відкрита множина в R . Як добре відомо [11, c.135], існує 
диз’юнктна сім’я інтервалів ),(= mmmI βα , де m  пробігає множину M , 

для якої },{1,=}1,{= llM K  для деякого N∈l  або N=M , така, що 
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m
Mm

IG C
∈

= . При цьому кінці mα  i mβ  інтервалів суміжності множини F  

входять у цю множину. 
Нехай Z  − дійсний векторний простір. Кожній функції ZXg →:  

поставимо у відповідність функцію ZXgLh F →:= , яка визначається 
так: )(=)( xgxh , якщо Fx∈ , i  

),()()()(=)( m
mm

mm
m xgggxh α

αβ
αβα −

−
−

+  

якщо mIx∈ , a Mm∈ . Таким чином, FF gh |=|  i 
mIh |  − це лінійна функ-

ція на ],[= mmmI βα , для якої )(=)( mm gh αα  i )(=)( mm gh ββ  для кожно-
го Mm∈ . Кажуть, що функція gLh F=  отримується з функції g  мето-
дом лінійної інтерполяції FL , яка зберігає звуження на множину F . 

Позначимо символом ),( ZXC  простір всіх неперервних відобра-
жень ZXg →:  з топологічного простору X  у топологічний простір Z . 

Теорема 1. Нехай ],[= baX , Z  − топологічний векторний простір 
(коротко: ТВП) і ),( ZXCg∈ . Тоді і ),(= ZXCgLh F ∈ , причому 

FF gh |=| . 
Доведення. Нехай lM 1,= . Всі множини F , 1, , lI IK  замкнені, 

lIIFX ∪∪∪ K1= , причому всі звуження FF gh |=|  i 
mIh | , де Mm∈  

неперервні, адже для mIx∈   
),()()()(=)( mmmm gxgxxh βμαλ +  

де 
mm

m
m

xx
αβ

βλ
−
−=)(  i 

mm

m
m

xx
αβ
αμ
−
−=)(  − неперервні функції, і операції в 

ТВП Z  неперервні. Звідси негайно випливає, що і саме відображення 
ZXh →:  неперервне. 

Припустимо, що N=M . Оскільки всі звуження 
mIh |  на відкриті 

інтервали mI  неперервні, то функція h  неперервна в кожній точці від-

критої множини m
m

IG C
∞

1=

= . 

Нехай GXFx \=0 ∈ . Доведемо, що функція h  неперервна в точці 

0x . Розглянемо довільний окіл нуля W  в ТВП Z . Існує такий заокруг-
лений окіл нуля 0W  в Z , що WWW ⊆+ 00  [12, c.15]. З рівномірної непе-
рервності функції g  отримуємо, що існує таке 0>δ , що для будь-яких 

'x  i ''x  з X  з нерівності δ|<| ''' xx −  випливає, що 0)()( Wxgxg ''' ∈− . 
Зрозуміло, що 0|=| →− mmmI αβ  при m →∞ , отже, існує такий номер 
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0m , що 
2

|<| δ
mI , як тільки 0> mm . Для замкненої множини 

0

0
=1

=
m

m
m

F F IUU  звуження 
0

|Fh  неперервне, бо всі звуження Fh | , 
mIh |  

неперервні. Тому існує таке )
2

(0,0
δδ ∈ , що  

0( ) ( ) ,h x h x W− ∈ як тільки 0 0 0| |< .x x i x Fδ− ∈  
Припустимо, що 0\ FXx∈  i 00 |<| δxx − . Тоді існує таке 0> mm , 

що mm x βα << . В такому разі  

δδδαβββ +++−+−+ 000 <
2

<<= xxxxx mmmm , 

i                    .>
2

>)(>)(= 000 δδδαβαα −−−−−−− xxxxx mmmm  

Отже, δβ |<| 0xm −  i δα |<| 0xm − . Тому 00 )()( Wxgg m ∈−β  i 

00 )()( Wxgg m ∈−α . Оскільки )(=)( 00 xgxh , адже Fx ∈0  i 
1=)()( xx mm μλ + , то  

=)()()()()()()()(=)()( 000 xgxxgxgxgxxhxh mmmmmm μλβμαλ +−+−  
⊆+∈−+− 0000 )()())()()(())()()((= WxWxxggxxggx mmmmmm μλβμαλ  

.00 WWW ⊆+⊆  
Тут ми скористалися тим, що множина 0W  заокруглена і 

1)(),(0 ≤≤ xx mm μλ . Таким чином, і тут Wxhxh ∈− )()( 0 , що і доводить 
неперервність функції h  у точці 0x . 

3. Лема про максимальну довжину інтервалів суміжності. 
Зауважимо, що серед довжин mmmI αβ −|=|  інтервалів суміжності 

),(= mmmI βα  множини F  завжди знайдеться найбільша. Це ясно, коли 
множина M  скінченна. Якщо ж N=M , то 0|| →mI , адже 

abIm
m

−≤∑
∞

||
1=

, а нескінченно мала послідовність додатних чисел завжди 

має найбільший елемент. Позначимо максимальну довжину інтервалів 
суміжності замкненої множини F  символом Fλ . Нам буде потрібна од-
на лема [2, лема 9.2, c. 153], яку ми тут сформулюємо. 

Лема 1. Нехай F  − замкнена підмножина відрізка ],[= baX , для 
якої XFba ≠⊆},{ , }:{= N∈naA n  − щільна в доповненні FXG \=  
підмножина G , для якої jk aa ≠  при jk ≠ , },,{= 1 nn aaA K  i 

nn AFF ∪= . Тоді 0→
nFλ  при ∞→n . 
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4. Апроксимаційна теорема для векторнозначних функцій.  
Тут ми подамо апроксимаційну теорему для векторнозначних фу-

нкцій, що отримується методом лінійної інтерполяції, яка зберігає зву-
ження. Вона є розвитком теореми 9.3 з праці [2]. 

Теорема 2. Нехай ],[= baX , F  − замкнена підмножина X , така, 
що XFba ≠⊆},{ , }:{= N∈naA n  − щільна в доповненні FXG \=  під-
множина G , для якої jk aa ≠  при jk ≠ , },,{= 1 nn aaA K  i nn AFF ∪= , 
Z  − ТВП над полем � , ZXg →:  − відображення і gLh

nFn = . Тоді 

FFn gh |=|  для кожного n  і 
а) якщо функція g  неперервна, то і всі функції nh  неперервні і nh  рі-

вномірно прямує до g на X ; 
б) якщо функція g  неперервна в точці 0x  з X , то )()( 00 xgxhn →  в Z . 
Доведення. а) Нехай ZXg →:  неперервна функція. Тоді функції 

gLh
nFn =  будуть неперервними за теоремою 1, причому 

nFnFn gh |=|  за 

побудовою, отже, і FFn gh |=| , адже nFF ⊆ . 
Нехай W  − окіл нуля в Z  i 0W  − такий заокруглений окіл нуля в 

Z , WWW ⊆+ 00 . З рівномірної неперервності функції g  випливає, що 
існує таке 0>δ , що 0)()( Wxgxg ''' ∈−  як тільки δ|<| ''' xx −  і 'x , 

Xx '' ∈ . З леми 1 випливає, що існує такий номер N , що δλ <
nF , як 

тільки Nn ≥ . 
Нехай Xx∈  i Nn ≥ . Якщо nFx∈ , то )(=)( xgxhn  і 

Wxgxhn ∈− 0=)()( . Нехай nn FXGx \=∈ , a nI  − система всіх складо-
вих інтервалів відкритої множини nG . Тоді існує такий nI I∈),(= βα , 
що βα << x . При цьому nF⊆},{ βα  i δλαβ <|=|

nFI ≤− . В такому 

разі δα |<||| Ix ≤−  i δβ |<||| Ix ≤− . Тому 0)()( Wxgg ∈−α  i 

0)()( Wxgg ∈−β . Нехай 
αβ

βλ
−
− xx =)(  i 

αβ
αμ
−
−xx =)( . Тоді )(0 xλ≤ , 

1)( ≤xμ , 1=)()( xx μλ +  i )()()()(=)( βμαλ gxgxxhn + . Отже,  
⊆+∈−+−− 00 )()())()()(())()()((=)()( WxWxxggxxggxxgxhn μλβμαλ

,00 WWW ⊆+⊆  
оскільки 00)( WWx ⊆λ  i 00)( WWx ⊆μ , адже 0W  − заокруглена множина. 

Таким чином, Wxgxhn ∈− )()(  при Nn ≥  для довільних Xx∈ , 
причому номер N  не залежить від x . Це і означає, що послідовність 
функцій nh  рівномірно збігається до g  на X . 
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б) Нехай функція g  неперервна в точці 0x  з X , а W  i 0W  − такі ж 
як і в доведенні твердження а). З неперервності функції g  в точці 0x  
випливає, що існує таке 0>δ , що 00 )()( Wxgxg ∈− , як тільки 

δ|<| 0xx −  i Xx∈ . На основі леми 1 виберемо такий номер N , що 
δλ <

nF , як тільки Nn ≥ . 

Нехай Nn ≥ . Якщо nFx ∈0 , то )(=)( 00 xgxhn , отже, 
Wxgxhn ∈− 0=)()( 00 . Якщо ж nn FXGx \=0 ∈ , то існує такий складо-

вий інтервал ),(= βαI  відкритої множини nG , що βα << 0x . Як і ра-
ніше nF⊆},{ βα  i δλαβ <|=|

nFI ≤− , а тому δα |<| 0x− , δβ |<| 0x− , а 

значить 00 )()( Wxgg ∈−α  i 00 )()( Wxgg ∈−β . Використовуючи позна-
чення доведення твердження а), будемо мати  

+∈−+−− 00000000 )())()()(())()()((=)()( Wxxggxxggxxgxhn λβμαλ
( ) .0000 WWWWx ⊆+⊆+ μ  

Таким чином, Wxgxhn ∈− )()( 00  при Nn ≥ , отже, )()( 00 xgxhn →  
у просторі Z . 

5. Апроксимація нарізно неперервних функцій.  
Тепер ми дамо застосування теореми 2 до наближення нарізно не-

перервних функцій. Наступний результат узагальнює теорему 9.4 з [2]. 
Теорема 3. Нехай ],[= baX , Y  − компактний простір, 

:f X Y× → R  − нарізно неперервна функція, ))((= fDprE X , звуження 
| :E Yf E Y× × → �  неперервне, },{= baEF ∪ , FXG \= , }:{= N∈naA n  − 

зліченна підмножина G , яка щільна в G , jk aa ≠  при jk ≠ , 

},,{= 1 nn aaA K , nn AFF ∪= , xfx =)(ϕ , ϕϕ
nFn L=  i  

),)((=),( yxyxf nn ϕ  
якщо YXyx ×∈),( . Тоді )(= YXCCfn ×∈  для кожного n , 

YFYFn ff ×× |=|  i ffn →  у просторі )(= YXSS × , зокрема, 
s

Cf ∈ . 
Доведення. Як і в [2, c. 155] легко перевірити, що звуження YEf ×|  i 

YFf ×|  неперервні. 
Доведемо неперервність відображень nf . 

Нехай m
Mm

IG C
∈

= , ),(= mmmI βα  i lM 1,=  або N=M . Розглянемо 

множини nmnm AIA ∩=, . Ясно, що  
),)((=),(

,
xfLyxf ynmAn  
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якщо YIyx m ×∈),( . (Тут оператор 
nmAL

,
 застосовується до звуження 

mIyf |  функції yf  на відрізок ],[= mmmI βα .) Тому неперервність зву-

жень YmInf ×|  випливає з леми 1 в [3]. Звідси негайно виводиться непе-

рервність nf  у кожній точці відкритої множини YG× . Для скінченної 
множини M  неперервність nf  отримується з неперервності звужень 

YFf ×| , YmIf ×| , зображення = ( ) ( )m
m M

X Y F Y I Y
∈

× × ×CU  і того, що всі 

доданки у цьому зображенні замкнені. 
Припустимо, що N=M , візьмемо точку YFyxp ×∈),(= 000  і до-

ведемо, що функція nf  неперервна в точці 0p . Нехай 0>ε . З непере-
рвності звуження YFf ×|  випливає, що існують число 0>δ  і окіл V  точ-
ки 0y  в просторі Y , такі, що  

,|<),(),(| 00 εyxfyxf nn −  
як тільки δ|<| 0xx −  i Vy∈ . Оскільки 0→− mm αβ  при ∞→m  і мно-

жина nA  скінченна, то існує такий номер 0m , що 
2

< δαβ mm −  i ∅=,nmA  

при 0> mm . Як і в доведенні теореми 1, розглянемо замкнену множину 

m

m

m

IFF U
0

1=
0 = ∪ . Зрозуміло, що звуження YFnf ×0

|  неперервні, адже всі 

звуження YFf ×|  і YmIf ×|  на замкнені множини YF ×  i YI m ×  непере-

рвні. Тому існують число )
2

(0,0
δδ ∈  і окіл 0V  точки 0y  в Y , такі, що 

VV ⊆0  i  
,|<),(),(| 00 εyxfyxf nn −  

як тільки YFyx ×∈ 0),( , 00 |<| δxx −  i 0Vy∈ . 
Нехай 0\ FXx∈ , 00 |<| δxx −  i 0Vy∈ . Оскільки Xx∈  i 0Fx∉ , то 

існує таке 0> mm , що mm x βα << . Як і в доведенні теореми 1, легко 
перевірити, що δβαδ +− 00 <<< xx mm . Звідси випливає, що 

δα |<| 0xm −  i δβ |<| 0xm − . За побудовою ),(=),( yfyf mmn αα , 
),(=),( yfyf mmn ββ  i ),(=),( 0000 yxfyxfn  для довільного Yy∈ , адже 

nmm FFx ⊆∈0,,βα . Оскільки при цьому VVy ⊆∈ 0 , то  
εαα |<),(),(|=|),(),(| 0000 yxfyfyxfyf mnmn −−  

i  
.|<),(),(|=|),(),(| 0000 εββ yxfyfyxfyf mnmn −−  
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Функція ynf )(  лінійна на відрізку mI , адже ∅=,nmA . Тому число 
),( yxfn  лежить між числами ),( yf mn α  i ),( yf mn β  і отже, 

ε|<),(),(| 00 yxfyxf nn − . Таким чином, сукупна неперервність функції 

nf  доведена. 
Відображення )(: YCX p→ϕ  зі значеннями в топологічному век-

торному просторі )(= YCZ p  всіх неперервних функцій :g Y → �  з то-
пологією поточкової збіжності неперервне, бо :f X Y× → R  − нарізно 
неперервна функція. За твердженням а) теореми 2 ми будемо мати, що 

=n Fn
Lϕ ϕ ϕ→  на X  у просторі Z . Оскільки функціонали )(=)( yggyδ  

лінійні і неперервні на Z  для кожного Yy∈ , то і y n yδ ϕ δ ϕ→o o  на X  
для кожного Yy∈ , але  

),,(=))((),(=))(( yxfxiyxfx ynny ϕδϕδ oo  
отже, ( )n yf  рівномірно збігається до yf  на X  для кожного Yy∈ . 

Далі розглянемо точку Gx ∈0 . Оскільки Ex ∉0 , то 
)(}{ 0 fCYx ⊆× . З компактності Y  легко вивести, що тоді відображення 

)(: YCX u→ϕ , де )(YCu  − банаховий простір неперервних функцій 
:g Y → �  з рівномірною нормою = | ( ) |max

y Y
g g y

∈
 буде неперервним у 

точці 0x . Тоді, використавши твердження б) теореми 2, ми отримаємо, 

що )()( 00 xxn ϕϕ →  у просторі )(YCu , а це означає, що 0x
nf  рівномірно 

збігається до 0xf  на Y . 

Нарешті, коли Fx ∈0 , до 00 = xx
n ff  для кожного n , отже, і тут 

0 0x x
nf f→  на X . 

Таким чином, ffn →  в )( YXS × , 
s

Cf ∈  і теорему доведено. 
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We proved the general theorem on the approximation of vectorvalued 

functions, using the linear interpolation, which keeps the narrowing. Based 
on this theorem, we found that every separately continuous function 

:f X Y× → R , defined on the product of the segment ],[= baX  and the 
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compact space Y , belongs to the sequential closure of the space )( YXC ×  of 
jointly continuous functions in the space )( timesYXS  of separately 
continuous functions with the topology of layers uniform convergence, in the 
case if the narrowing YEF ×|  is continuous where E  is the projection 

))(( fDprX  of set of discontinuous points of f  on the axis X . 
Key words: ceparatly and in common continuous functions, 

secventsialne shorting, linear interpolation which keeps narrowing, topology  
of  layer uniform convergence. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


