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В роботі проведено дослідження та комп’ютерний аналіз явища 

роздвоєння максимуму поверхні напружень Прандтля для круглого та 
квадратного стержнів з коловими виточками змінного радіуса. 
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Мета даної роботи полягає у комп’ютерній реалізації ідеї поєд-

нання мембранної аналогії Прандтля з математичним і програмним за-
безпеченням, що неперервно удосконалюється разом із прогресом у га-
лузі електронно-обчислювальної техніки. З появою прискореного варі-
анту методу скінченних елементів (МСЕ) – способу переміщення симп-
лексів (СПС) [1, 2] настала практична можливість не тільки комп’ю-
терної побудови поверхонь напружень Прандтля в задачах кручення 
пружних стержнів з поперечними перетинами довільної геометрії, але й 
наочного уявлення про характер розподілу напружень.  

1. Історична довідка 
Досліджуючи питання місцезнаходження максимального танген-

сіального напруження при крученні Сен-Венан у своїх мемуарах від-
значав, що такими точками є ті точки контура перетину, які розміщені 
найближче до осі скручуваного стержня. Однак у подальшому, в опуб-
лікованих в 1858 році статті та примітках до книги Нав’є, Сен-Венан 
зауважує, що це твердження не може бути узагальнене на будь-які по-
перечні перетини. Він звертає увагу, наприклад, на випадок рейкового 
профілю (рис. 1), де небезпечні точки із максимальним напруженням 
знаходяться не в найвужчому місці перетину, а на контурі у точках A  
приблизно на віддалі від центру ваги перетину [3].  
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Рис. 1. Рейковий профіль 

 
Подальші дослідження Файлона задачі кручення стержнів з попе-

речним перетином, обмеженим двома дугами еліпсів і дугами ортого-
нальних до них гіпербол, підтвердили вищенаведені зауваження Сен-
Венана. У [3] також відзначено, що, взагалі кажучи, переміщення не-
безпечних точок із максимальним напруженням найвужчої ділянки пе-
ретину може мати місце за наявністю вгнутих частин у контурі попе-
речного перетину скручуваного стержня, тобто у випадку, коли “горб 
напружень” розпадається на дві окремі опуклі частини, відокремлені 
одна від одної западиною.  

2. Задача Вебера 
Розглядається область (рис. 2) [4], що складається з круга радіу-

сом R , від якого відкинуто область, утворену при проведенні з точки 
O  на межі круга кола радіусом r .  

Використовуючи полярну систему координат, функцію напру-
жень Прандтля ( )yxU ,  вибрано у вигляді: 

      ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+= CBAyxU 2

2
1cos1cos, ρθ

ρ
θρμτ ,                         (1) 

де при RA = , RrB 2= , 2rC =  функція ( )yxU ,  на межі області перетво-
рюється в нуль, а отже, така функція ( )yxU ,  є розв’язком задачі кру-
чення для даної області. У точці 1B  центральної частини виточки 
( )r=ρ  та у точці ( )RB 22 =ρ  на випуклій частині контура дотичні на-
пруження yzσ  будуть дорівнювати 

                               ( ) ( )Rryz 21 −= μτσ ,     ( )
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Якщо виточка дуже мала ( )Rr << , то  
                 ( ) Ryz μτσ 21 ≈ ,          ( ) Ryz μτσ ≈2 . 
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Рис. 2. Круглий стержень радіусом R  з коловою виточкою радіусом r  
 
У висновку зазначено, що будь-яка мала виточка практично не 

змінює напружень Rμτ  на межі круглого валу, натомість в центрі ви-
точки напруження у два рази більші, тобто наявність навіть мініатюр-
ної виточки суттєво впливає на міцність валу. 

3. Комп’ютерний аналіз явища роздвоєння максимуму повер-
хні Прандтля 

Розглянемо область, зображену на рис. 3, що складається з оди-
ничного круга (із центром у початку координат), від якого відкинуто 
області, утворені при проведенні з точок ( )0;11 −B  і ( )0;12B  на межі круга 
кіл радіусом BR . Значення BR  будемо надавати з кроком 05,0=Δ BR  
починаючи з 05,0=BR . Одночасно зі зміною BR  будемо слідкувати за 
зміною значень функції напружень Прандтля у точках 2121 ,...,, AAA  (у 
зв’язку із симетрією розглядуваної області відносно осі Ox  до уваги 
беремо тільки верхню половину круга). Основні результати 
комп’ютерного аналізу подані у табл. 1. Наявні графічні засоби нада-
ють можливість візуального спостереження за процесом роздвоєння 
максимуму поверхні Прандтля на екрані дисплея. 
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Таблиця 1. Основні результати комп’ютерного аналізу значень 
функції напружень Прандтля для одиничного круга з коловими виточ-
ками радіуса BR  

 

 1ARB −  0,05 0,2 0,25 0,45 0,5 0,65 0,7 

1 0 0 0 0 0 0 0 
2 0,0488 0,0438 0,0424 0,042 0,0398 0,0357 0,0349 
3 0,095 0,0852 0,0824 0,0815 0,0771 0,069 0,0674 
4 0,1388 0,124 0,1198 0,1185 0,1119 0,0997 0,0973 
5 0,18 0,1603 0,1547 0,153 0,1442 0,128 0,1247 
6 0,2188 0,1942 0,1872 0,185 0,174 0,1537 0,1496 
7 0,2551 0,2255 0,2171 0,2145 0,2013 0,177 0,1721 
8 0,2888 0,2543 0,2445 0,2415 0,2261 0,1977 0,192 
9 0,3201 0,2806 0,2695 0,266 0,2485 0,216 0,2094 

10 0,3489 0,3045 0,2919 0,288 0,2683 0,2317 0,2244 
11 0,3751 0,3258 0,3119 0,3075 0,2856 0,245 0,2368 
12 0,3989 0,3446 0,3293 0,3245 0,3004 0,2557 0,2467 
13 0,4077 0,361 0,3442 0,3343 0,2958 0,2268 0,2137 
14 0,4265 0,364 0,3476 0,3489 0,3094 0,2385 0,225 
15 0,4427 0,3787 0,3596 0,3272 0,2967 0,2251 0,2095 
16 0,4565 0,39 0,3688 0,3037 0,2654 0,1874 0,1694 
17 0,4677 0,3989 0,3741 0,3164 0,278 0,1988 0,1796 
18 0,4765 0,4053 0,3793 0,3145 0,2823 0,2033 0,184 
19 0,4827 0,4045 0,3725 0,3208 0,2885 0,2147 0,1919 
20 0,4896 0,4071 0,3762 0,3245 0,2923 0,2185 0,1987 
21 0,4909 0,4084 0,3775 0,3258 0,2935 0,2197 0,2 

 
Аналіз значень функції напружень у точках 4121 ,...,, AAA  у про-

цесі зміни радіуса колових виточок BR  показує, що для даної кругової 
області з діаметрально розміщеними коловими виточками роздвоєння 
максимуму “горба напружень” починається при 2,0>BR , зокрема, при 

25,0=BR  максимальне значення отримують точки 18A  і 24A : 
( ) ( ) 3792981,02418max === AUAUU .  

Різниця значень maxU  і ( )21AU  при цьому становить 
( ) 0018468,021max =− AUU , що майже непомітно на екрані дисплея при 

графічному зображенні поверхні напружень. Подальші дослідження 
показали, що максимальні значення maxU  переміщуються спочатку у 
точки 14A  і ( )50,035,028 ≤< BRA , а потім у точки 12A  і 

( )7,05,030 ≤< BRA . Зокрема, при 7,0=BR  значення ( ) == 12max AUU  
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( ) 2467271,030 == AU , а ( )1999614,021 =AU . Різниця ( ) =− 21max AUU  
0467657,0= . При подальшому зростанні BR  початкова область (одини-

чний круг) фактично розпадеться на дві окремі області з власними 
центрами ваги. На рис. 3 також відзначені місця виникнення точок A  з 
максимальним дотичним напруженням у випадках 65,0,5,0,25,0=BR . 
Зауважимо принагідно, що величина максимального дотичного напру-
ження maxτ  залежить не тільки від геометрії перетину (зокрема, від BR ), 
але й від матеріалу стержня (межа міцності при крученні для різних ме-
талів різна), тому у кожному окремому випадку будуть свої критичні 
радіуси BR .  

 
Рис. 3. Кругова область із коловими виточками радіуса BR   
 
Аналогічні комп’ютерні дослідження явища роздвоєння макси-

муму поверхні напружень Прандтля при крученні проведені для квад-
ратного перетину зі стороною 2=a . Аналіз отриманих результатів у 
процесі зміни радіуса колових виточок BR  показує, що для квадратної 
області з діагонально розміщеними коловими виточками роздвоєння 
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максимуму поверхні Прандтля починається при 6,0>BR , зокрема, при 
65,0=BR  максимальне значення отримують точки 14A  і 28A : 
( ) ( ) 4681537,02814max === AUAUU . При цьому значення функції напру-

жень в центрі кручення ( ) 4533052,021 =AU . Якщо радіус колової вито-
чки 7,0=BR , то максимальне значення функції ( )yxU , , яке тепер рівне 

4652254,0max =U , залишається в точках 14A  і 28A , а в центрі кручення 
( ) 4528207,021 =AU . І хоча переміщення максимуму не відбулося, зі 

зменшенням площі поперечного перетину стержня спостерігаємо логі-
чне зменшення значень функції напружень Прандтля.  

У складній області з перешийком відбувається перерозподіл доти-
чних напружень на межі області і це пов’язано саме з порушенням уні-
модальності поверхні Прандтля. СПС добре відчуває це явище, а обчи-
слювальні експерименти дають змогу встановити критичне співвідно-
шення характерних розмірів перетину, при якому можливе роздвоєння 
максимуму. Всі розрахунки проводились з використанням 
комп’ютерної програми “Розв’язування задачі Діріхле для рівняння Пу-
ассона способом переміщення симплексів”, написаної мовою програ-
мування високого рівня. 

Висновки  
Аналіз отриманих комп’ютерних результатів підтверджує дослі-

дження Сен-Венана, Файлона та багатьох інших видатних вчених сто-
совно виникнення та місцезнаходження точок із максимальним дотич-
ним напруженням для перетинів з перешийками. Практична реалізація 
мембранної аналогії дає можливість експериментально вивчати напру-
жений стан стержнів, на форму контура яких не накладаються жодні 
обмеження, та отримати задовільні числові результати для оцінки мак-
симальних дотичних напружень та крутного моменту. Наявність сучас-
них графічних засобів дає змогу візуально спостерігати за процесом 
переміщення небезпечних точок на контурі досліджуваної області та 
роздвоєнням і переміщенням максимуму поверхні Прандтля. 
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