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У даній роботі доведено граничні теореми  для кількості части-

нок, що емігрували, для  однорідного гіллястого  процесу з неперервним 
часом, еміграцією та міграцією. 
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1. Гранична теорема для гіллястого процесу з емiграцiєю та 

неперервним часом. 
Розглядаємо однорідний гіллястий процес з неперервним часом, 

одним типом частинок та емiграцiєю )t(μ , де )t(μ  позначає кiлькiсть 
частинок в системі в момент часу t . По аналогії з [3] (стор. 217) цей 
процес ми можемо подати як однорідний гіллястий процес з двома ти-
пами частинок 1T , 2T  Тут тип 1T  частинки в системі, 2T  частинки, які 
емігрували. 

Багатотипний гіллястий процес задається перехідними ймовірно-
стями при умові, що в початковий момент часу в системі є одна части-
нка j -го типу. У нашому випадку 21,j = . 

Якщо у системі є одна частинка, тобто одна частинка типу 1T , то 
вона за час t  з ймовiрнiстю )t(P1  не здійснить жодного перетворення, 
з ймовiрнiстю )t(Pk  перетвориться у k  ( ,...4,3,2,0=k ) частинок, з 
ймовiрнiстю )t(R  емігрує, тобто перетвориться у одну частинку типу 

2T . Причому 

.)t(R)t(P
k

k∑
∞

=
=+

0
1                                               (1) 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2018. – №1(45) 

46 

Якщо у системі є одна частинка типу 2T , то вона може перетво-
ритись лише у одну частинку свого типу. Тобто цей стан є поглинаю-
чим. 

У початковий момент часу кiлькiсть частинок типу 1T  дорівнює 
l , а кiлькiсть частинок типу 2T  дорівнює нулю. Після першого пере-
творення кiлькiсть частинок типу 2T , тобто кiлькiсть частинок, які емі-
грували, вже випадковий процес )(tν  i до моменту другого перетво-
рення цей випадковий процес може набувати значення нуль або оди-
ниця. Одиниця у випадку, якщо частинка емігрувала із системи, i нуль, 
якщо відбулась еволюція. 

Введемо дві послiдовностi випадкових величин 
,...,, 321 τττ                                                             (2) 

,...,, 321 θθθ                                                          (3) 
Тут 11 θτ = , 2τ −  час між першим i другим перетворенням, 3τ −  

час між другим i третім перетворенням у системі i т.д., 1θ  −  момент 
першого перетворення у системі, 2θ  −  момент другого перетворення у 
системі, 3θ  −момент третього перетворення у системі i т.д. 

Випадкові величини ,...,, 321 τττ  незалежні між собою. 

kj , τθ  зв’язані між собою спiввiдношеннями: 
 (4) 

 
Також природно розглядати випадкову величину )t(N  −  

кiлькiсть перетворень у системі до моменту часу t .  Відомо [2] (стор. 
209), що }{ { }.tn)t(N n ≤=≥ θ  

Введемо асимптотику перехідних ймовірностей при 0↓Δt . 
                    );t(tp)t(P Δ+Δ+=Δ ο11 1   

,...;,,k),t(tp)t(P kk 320=Δ+Δ=Δ ο                                (5) 
                    );t(tr)t(R Δ+Δ=Δ ο  

Причому, .r,...,,,k,p,p,rp k
k

k 0320000 1
0

≥=≥≤=+∑
∞

=
       (6) 

Теорема 1. Нехай )t(ν  −  кiлькiсть частинок, що емігрували для 
процесу )t(μ  за період часу ),0[ t , тоді при ∞→t  

         .dte)t(|x
)t(D

)t(M)t(Plim x
t

t
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Доведення. У початковий момент часу жодна частинка ще не емі-
грувала, тому для випадкового процесу )t(ν  отримуємо початкову 
умову 

,...,, 321321211 τττθττθτθ ++=+==
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.)( 00 =ν  

11 τθ =  −  момент першого перетворення процесу )t(μ  у системі, 

212 ττθ +=  −момент другого перетворення процесу )(tμ , 

nn ... τττθ +++= 21  −  момент n -го перетворення процесу )t(μ . 
Зазначимо, що моменти ,...,, 321 θθθ  визначають також моменти, у 

які може відбуватись перетворення процес )t(ν . 
Ймовiрнiсть того, що довільна частинка емігрує при ∞→t  зада-

ється асимптотикою )t(tr Δ+Δ ο , тобто  
{ } ),t(tr)(|)t(P Δ+Δ===Δ ομν 101  

i вiдповiдно, 
{ } ).t(tr)(|)t(P Δ+Δ−===Δ ομν 1100  

Як ми вже вказали, у початковий момент часу в системі є l  час-
тинок. Тому 

{ }===Δ l)(|)t(P 01 μν =Δ+ΔΔ+Δ+ − ))(())(1( 1
1

1 ttrttpС l
l οο  

)),t(tr(l))t(tr())t(tp(l l Δ+Δ=Δ+ΔΔ+Δ+= − οοο 1
11  
{ } )).t(tr(ll)(|)t(P Δ+Δ−===Δ ομν 100  

Обчислимо ймовiрнiсть того, що частинка емігрує у момент часу 
1τ=t  

{ }=Δ>==Δ+ t,t|)tt(P 211 ττν  

=
Δ+Δ+Δ+Δ

Δ+Δ
=

∑
∞

=0
0

k
k )t(tpltlptlr

))t(tr(l

ο

ο .
)(

)(

1 ttlp
ttlr
Δ+Δ−
Δ+Δ
ο
ο  

Спрямувавши ∞→t , отримаємо 

{ } .
p
rt,t|)t(P

1
2111

−
=+<≥= τττν  

Очевидно, що  

        { } .
p
r

p
rt,t|)t(P

11
211 110 +=

−
−=+<≥= τττν  

Зауважимо, що ймовiрнiсть того, що у системі в довільний мо-
мент часу ]( 21 θθ ,t ∈  буде 1−+ kl  частинка, при умові, що в початко-
вий момент часу було l  частинок дорівнює 

{ } .
p

pl)(|kl)t(P l

1
01

−
==−+= μμ  

Це пов’язано з тим, що згідно з означенням гiллястого процесу за 
час t  [4] (стор. 117): 

- не відбувається жодного перетворення з ймовiрнiстю 
)t(t Δ+Δ− ολ1 , 
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- відбудеться одне перетворення з ймовірністю )t(t Δ+Δ ολ , 
- вiдбудеться бiльше одного перетворення з ймовiрнiстю )t(Δο . 
Перехiднi ймовiрностi мають наступну асимптотику при 0→Δt  

{ }==−+=Δ+ m)t(|km)tt(P μμ 1  
,k),t(otmpk 2≥Δ+Δ=  

{ } ),t(otmpm)t(|m)tt(P Δ+Δ+===Δ+ 11μμ      (7) 
{ } ),t(otmpm)t(|m)tt(P Δ+Δ==−=Δ+ 01 μμ  
{ } ),t(otmrm)t(|km)tt(P Δ+Δ==−+=Δ+ νν 1  

де 

0320000 1
0

≥=≥≤=+∑
∞

=
r,...,,,k,p,p,rp k

k
k .     (8) 

Тут .mp1−=λ  

Надалi позначатимемо .
p
rR

1−
=  

Повертаємось до кiлькостi частинок, що емiгрували з системи. Як 
уже ми вказали, протягом часу [ )21 θθ ,t ∈  кiлькiсть частинок, що 
емiгрували може дорiвнювати 0  або 1 з ймовірностями 

11
111

p
r

p
rR +=

−
−=−  та 

1p
rR

−
=  вiдповiдно. 

У момент другого перетворення в системi емiгрувати може лише 
одна частинка з ймовірністю 

1p
rR

−
=  

та кількість емігрантів не зміниться з ймовірністю 

1
11

p
rR +=− . 

Розглянемо випадковi величини 21 X,X , що позначають кiлькостi 
частинок, що емiгрували у випадковi моменти часу 1τ , 21 ττ + . Вони 
незалежнi та мають однаковий бiномiальний розподiл )R,(Bi 1 . Вiдомо, 
що випадкова величина 21 XX +  також має бiномiальний розподiл, але 
вже з параметрами 2  та R . 

Тому на проміжку часу [ ]32121 τττττ +++ ,  розподiл кiлькостi ча-
стинок, якi емiгрували є наступний 

{ } .,,k,)R(RСk)t(P kkk 2101 2
2 =−== −ν  

Аналогічно ми можемо показати, що розподiл кiлькостi частинок, 
якi емiгрували, на промiжку часу [ ]1n11 +++++ ττττ ...,... n  є 
бiномiальним з параметрами n  та R . 
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При ∞→n  можна застосувати центральну граничну теорему для 
однаково розподілених незалежних випадкових величин [1] (стор. 
175), згiдно якої отримаємо 

.dtex
)t(D

)t(M)t(Plim x
t

t
∫ ∞−

−

∞→
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
− 2

2

2
1
πν

νν  

Залишилось показати, що при наших припущеннях кiлькiсть пе-
ретворень у системi прямує до нескiнченностi при ∞→t  при умовi, 
що процес не виродився. 

Якщо у початковий момент часу у системi є l  частинок, то 
ймовiрнiсть того, що кожна з них еволюцiонує до часу t  дорiвнює 

tpe 11−  i вiдповiдно ймовiрнiсть того, що перетворення кожної з части-
нок не вiдбудеться дорiвнює tpe 1 . Таким чином, ймовiрнiсть того, що 
до моменту часу t  у системi не вiдбудеться перетворення дорiвнює 

tlpe 1  i ймовiрнiсть того, що перетворення вiдбудеться вiдповiдно 
дорiвнює tlpe 11− . 

Надалі вважатимемо, що у системi є випадкова кiлькiсть части-
нок. 

Зауважимо, що для 021 >> mm  

.ee tpmtpm 1211 11 −>−  
Для того, щоб процес не виродився при умовi, що в довільний 

момент часу може емігрувати одна частинка, у системi має бути при-
наймні дві частинки. 

Тодi ймовiрнiсть того, що за час [ )t,0  вiдбудеться перетворення, 
не менша від 

.eP tp* 121−=  
Звідси випливає, що  

{ } ,...,,j,etP tp
j 2112 =≤>τ  

якщо ∞→t . 
Розглядаємо протилежну подію −  кiлькiсть перетворень є скін-

ченна при ∞→t . Це означає, що принаймні одне з jτ  повинно пряму-

вати до нескiнченностi. Але ця ймовiрнiсть не бiльша ніж tpe 12 , тобто, 
{ } ,etP tp

j
12≤>τ  

а величина tpe 12  прямує до нуля при ∞→t . Таким чином, ми отримали 
суперечність i з ймовiрнiстю 1 кiлькiсть перетворень у системi при 

∞→t  прямує до нескiнченностi. 
Теорему доведено. 
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2. Гранична теорема для гiллястого процесу з мiграцiєю та 
неперервним часом 

Далi ми досліджуємо процес з мiграцiєю. Тобто у порiвняннi з 
попереднiм випадком, у довiльний момент часу в систему можуть 
iммiгрувати частинки. Тепер ми вже розглядаємо гiллястий процес з 
трьома типами частинок 0T , 1T , 2T . Типи 1T , 2T  вже описані при вив-
ченнi процесу з емiграцiєю. Переходимо до 0T . Вважаємо, що є одна 
частинка фіктивного типу 0T  i вона може перетворюватись в частинки 
типу 1T . Позначимо )t(Gk  ймовiрнiсть того, що за час t  в систему 
iммiгрує k  частинок i задамо асимптотику при ∞→t  

),t(tg)t(G Δ+Δ+= ο00 1  
,...,,k),t(tg)t(G kk 21=Δ+Δ= ο  

.g,...,,k,g,g
n

nk 02100
0

0 ==≥≤ ∑
∞

=
                (9) 

Кiлькiсть частинок, якi емiгрували з системи за час t , ми  позна-
чатимемо )t(ν . 

Теорема 2. Розглядаємо гiллястий процес )t(μ  з мiграцiєю та не-
перервним часом. Припускаємо, що в початковий момент часу в сис-
темi було l  частинок. Нехай виконуються умови (7), (8), (9). Тодi при 

∞→t  

.dte)t(|x
)t(D

)t(M)t(Plim x
t

t
∫ ∞−

−

∞→
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><
− 2

2

2
10
π

μ
ν
νν  

Доведення. При доведенні ми будемо використовувати всi позна-
чення з попередньої теореми. Введемо новий випадковий процес )t(η . 
Тут )t(η  позначає кiлькiсть частинок, якi iммiгрували в систему в мо-
мент часу t , а [ )ut;t +η  кiлькiсть частинок, якi iммiгрували в систему 
протягом часу [ )ut;t +  ).u,t( 00 >≥  

Нехай у системi в деякий момент часу t  є m  частинок.  
За час tΔ  може вiдбутись одна з чотирьох несумiсних подiй: 

- в системi не вiдбудеться перетворень; 
- одна з частинок перетвориться в k  частинок ,...).,,k( 320=  
- одна частинка емiгрує, тобто кiлькiсть емiгрантiв збiльшиться на 1; 
- в систему iммiгрує n  частинок. 

Тодi ймовiрнiсть того, що протягом часу tΔ  не вiдбудеться пере-
творення, тобто жодна частинка в системi не еволюцiонує i жодна з 
системи не емiгрує, а також не вiдбудеться iммiграцiя дорівнює 

=Δ+Δ+Δ+Δ+ ))t(tg())t(tp( m οο 01 11 ).(1 01 ttgtmp Δ+Δ+Δ+ ο  
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Ймовiрнiсть того, що одна частинка перетвориться в k  частинок 
,...)3,2,0( =k  дорівнює 

{ }==+−=Δ+ m)t(|km)tt(P μμ 1  

)).t(tg))(t(tp())t(tp(C k
m

m Δ+Δ+Δ+ΔΔ+Δ+= − οοο 0
1

1
1 11  

Враховуючи, що 
),t(tp)m())t(tp( m Δ+Δ−+=Δ+Δ+ − οο 1

1
1 111  

отримаємо 
{ } ).t(tmpm)t(|km)tt(P k Δ+Δ==+−=Δ+ ομμ 1  

Це означає, що довiльна з m  частинок перетворилась в k  части-
нок ,...),,k( 320= , решта 1−m  частинок в системi не мали перетворень, 
не було iммiграцiї i не вiдбулась емiграцiя. 

Аналогiчно, ймовiрнiсть того, що якась частинкa емiгрувала, тоб-
то кiлькiсть емiгрантiв збiльшилась на одиницю, визначається 
спiввiдношенням 

{ }==+=Δ+ a)t(|a)tt(P νν 1  
=Δ+Δ+Δ+ΔΔ+Δ−+= ))t(tg))(t(tr))(t(tp)m((m οοο 01 111

).t(tmr Δ+Δ= ο  
Ймовiрнiсть того, що в систему iммiгрувало u  частинок дорівнює 

{ }==+=Δ+ m)t(|um)tt(P νμ  
).t(tg))t(tg))(t(tmp( uu Δ+Δ=Δ+ΔΔ+Δ+= οοο11  

Знайдемо розподiл ймовiрностей в момент перетворення в сис-
темi: 

{ }===+−=Δ+ t,m)t(|km)tt(P jθμμ 1  

=
Δ+Δ++Δ+Δ

Δ+Δ
=

∑∑
∞

=

∞
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→Δ

2
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u
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u
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k
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)t(tmplim
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ο  

.
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)t(tgtmp

)t(tmplim kk
t 01010 −−

=
Δ+Δ−Δ−

Δ+Δ
=

→Δ ο
ο  

Ймовiрнiсть того, що пiд час перетворення системи частинка 
емiгрує дорівнює 

{ }===+=Δ+ t,a)t(|a)tt(P jθνν 1  

=
Δ+Δ++Δ+Δ

Δ+Δ
=

∑∑
∞

=

∞

=

→Δ

2
0
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Δ+Δ−Δ−

Δ+Δ
=
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ο  
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А ймовiрнiсть того, що в систему iммiгрувало n  частинок дорів-
нює 

{ }===+=Δ+ t,m)t(|nm)tt(P jθμμ  
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Δ+Δ++Δ+Δ
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=
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∞
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∞
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ο
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t 01010 −−

=
Δ+Δ−Δ−

Δ+Δ
=

→Δ ο
ο  

Покажемо, що кiлькiсть перетворень в системi прямує до не-
скiнченностi при ∞→t . Вiдомо [3] (стор. 28), що функцiя розподiлу 
випадкової величини τ  −  момент першого перетворення, при умовi, 
що в системi є одна частинка, має показниковий розподiл з парамет-
ром – 1p , тобто 

{ } .t,etP tp 01 >=>τ  
Аналогiчно, ймовiрнiсть того, що протягом часу t  в систему не 

iммiгрує жодна частинка дорiвнює 
{ } ,t,et*P tg 00 >=>τ  

де *τ −  момент iммiграцiї частинок в систему. 
Нехай в момент часу 0t  у системі є n  частинок. За формулою по-

вної ймовірності ймовірність події A , яка полягає в тому, що  за час t  
не відбудеться жодного перетворення у системі, тобто до моменту 

tt +0 , дорівнює 

{ } { } { }==>>= ∑
∞

=0
0

n

n n)t(Pt*P)tP()A(P μττ  

,t,)e,t(Fe tptg ∞→→= 010
μ  

де )s,t(Fμ  −  твірна функція процесу ).t(μ  
Покажемо, що кількість перетворень в системі прямує до нескін-

ченості при ∞→t . Припустимо протилежне, що кількість перетворень 
є скінченною і позначимо її 0N . Використаємо рівність 

}{ { }tn)t(N n ≤=≥ θ . Розглядаємо подію { }tN >
0

θ , яка еквівалентна 

{ }t... N >+++
021 τττ . Звідси легко бачити, що існує )Nj(j 01 ≤≤ , 

таке що 
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При ∞→t  ця ймовірність прямує до нуля. Отже, кількість пере-
творень збігається за ймовірністю до нескінченості при ∞→t . 

Для випадку, коли ми розглядали процес тiльки з емiграцiєю, 
ймовiрнiсть емiграцiї у момент перетворення в системi була сталою. 
При наявностi iммiграцiї вона вже залежить вiд кiлькостi частинок у 
системi в момент перетворення. 

Знайдемо граничну поведiнку кiлькостi частинок, якi емiгрували з 
системи. Насамперед зауважимо, що 

,...)t( )t(Nξξξν +++= 21  
де jξ  −  кiлькiсть частинок, якi емiгрували з системи в момент j -го 
перетворення. Очевидно, що випадковi величини jξ  незалежнi i мо-
жуть набувати одне з двох значень 0  або 1 з випадковою ймовiрнiстю, 
яка залежить вiд кiлькостi частинок, якi перебули в системi в момент 
перетворення. Кiлькiсть перетворень у системi до моменту часу t  −  
випадковий процес. Ми вже показали, що з ймовiрнiстю 1 кiлькiсть 
перетворень у системi прямує до нескiнченностi при ∞→t . 

Застосовуємо центральну граничну теорему (теорема Ляпунова) 
[1] (ст. 177). Для кожного jξ  математичне сподiвання, дисперсiя на 
третi моменти є скiнченними, випадковi величини jξ  незалежнi мiж 
собою. Випадковi величини jξ  мають бiномiальний розподiл з параме-

трами 1 та 
01 gmp

mr
−−

 при умовi, що в момент перетворення в системi бу-

ло m  частинок. Покажемо, що виконується умова Ляпунова для цієї тео-
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при умовi, що в момент перетворення в системi було m  частинок.  
Зауважимо, що 1)( 3 ≤− kk MM ξξ , оскiльки kξ  може набувати 

значення 0  або 1. А з цього випливає, що ∑
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−
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k
kk |M|M

1

3ξξ не пере-

вищує n . 
Розглянемо тепер дисперсiю kξ . Зазначимо, що ),1( kkk RRD −=ξ  
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де 
01 gpm

rmR
k

k
k −−
= , km  −кiлькiсть частинок в системi перед k -тим 

перетворенням. 

Дисперсiя kDξ  набуває максимальне значення при 
2
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ким чином, отримаємо, що 
                                         .,)R(R kk 2501 ≤−  
Оцiнимо значення kDξ  знизу. 
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Враховуючи, що найменше значення серед kR  отримаємо при 
1=km , а найбiльше при km  прямуючому до нескiнченностi, ми отри-

маємо 
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При ∞→n  права частина прямує до нуля. Умова теореми Ляпу-
нова виконується. Звідси випливає, що має місце центральна гранична 
теорема. 

Теорему доведено. 
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