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У цій статті сформульовано і доведено теорему типу Бореля 

),,(ln(1))(1|)(|ln FzozF μ+≤  при ∞→z  )\( EKz∈  про асимптотичне 
співвідношення між логарифмом максимуму модуля та логарифмом 
максимального члена цілого ряду Діріхле з довільною необмеженою 
комплексною послідовністю показників nλ . 

Ключові слова: цілі ряди Діріхле, максимальний член, максимум 
модуля, співвідношення типу Бореля. 

 
1. Вступ і огляд результатів 
Через aS  позначимо клас абсолютно збіжних у півплощині  
                             ,},<R:{= +∞≤Π aazeza  

рядів Діріхле вигляду  

                                 ,,=)(
0=

C∈∑
+∞

zeazF nz
n

n

λ                                  (1) 

де );[0,0}:{ +∞⊂≥nnλ  ∞+SS
def
=  – клас цілих рядів Діріхле. 

Для aSF ∈ , +∞≤a , та ax <  позначимо  

     0}.:|{|max=),(},:|)({|sup=),( ≥∈+ neaFxyiyxFFxM nx
n

λμR  

Відомо [1], що для того, щоб для кожної функції )(λ+∈ SF  
співвідношення Бореля  

                             ),(ln(1))(1=),(ln FxoFxM μ+                           (2) 
виконувалось при +∞→x  зовні деякої множини )[0,+∞⊂E  ( Ex∉ ) 
скінченної міри Лебега необхідно і достатньо, щоб умова  

                                       +∞∑
+∞

<1

0= nnn nμ
                                            (3) 

виконувалась з nn λμ =  0)( ≥n . 
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У статті [8] подібний ефект встановлений стосовно 
співвідношення (2) у класі S . Для формулювання цієї теореми введемо 
наступні позначення. 

Через L  позначимо клас неперервних, додатних, зростаючих до 
∞+  функцiй; 

1L  – пiдклас L , до якого входять функцiї )(tΦ  такi, що  

                            );())((=)(

0

+∞→Φ
Φ

∫ xxOdt
t
tx

x
 

2L  – пiдклас L , до якого входять функцiї )(tΦ , оберненi функцiї )(tϕ  
до яких задовольняють умову Карамати  

                      ).())((=)(:0)>( +∞→∀ ttOctc ϕϕ  
Логарифмічною мірою вимірної множини )[1,+∞⊂E  називаємо 

величину  

                            .ln=)(mln xdEeas
E

def
∫−  

Через ΔS , ](0,+∞∈Δ , позначимо клас цілих рядів Діріхле з класу 
S , показники яких задовольняють умову  

                         ,=0}:{sup<:0)( βλλ
def

jn jn ≥≥∀                         (4) 
з Δ≤β . 

Додатну послідовність )( nx  назвемо майже монотонно спадною, 
якщо знайдеться стала 0>δ  така, що nm xx δ≤  для всіх 1nn ≥  і 

1+≥ nm . 
Зрозуміло, що кожна незростаюча додатна послідовність є майже 

монотонно спадна. Для того, щоб у цьому переконатись досить вибрати 
1.=δ  
У статтях [5], [8] наведені такі теореми та твердження. 

Теорема 1 [8]. Нехай Δ∈SF , +∞≤Δ , ||ln= n

def

n a−μ . Якщо 

,11 L∈Φ ),,(ln1=)(1 F
def

σμ
σ

σΦ  послідовність )/ln( nn μ  майже моно-

тонно спадна i виконується умова (3), то спiввiдношення (2) 
виконується при +∞→σ  ),<)(mln,( +∞−∉ EeasEσ  тобто, зовнi 
деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри.  

Твердження 1 [5]. Якщо Δ∈SF  і ,< +∞Δ  то спiввiдношення (2) 
виконується при .+∞→x  Більше того,         

),((1))(1=),(ln(1))(1=),(ln +∞→++ xxoFxoFxM βμ  
де }.:{sup= +∈Ζnnλβ   
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Теорема 2 [8]. Нехай ,Δ∈F  а )(uv  – невiд’ємна на )[0,+∞  i 

додатна при 0uu ≥  функцiя, така, що .<)(
0

+∞∫
+∞

duuv  Якщо 

виконується умова |)|ln(=ln naon  )( +∞→n , то iснують функцiя 

),()(1 +∞→+∞↑ uuc  ,<)(4)(1
0

+∞∫
+∞

duuvuc  і множина ),(FE +⊂ γ  

,))((2 πγτ ≤∩ + FE  такі, що для кожного 0>R , для всiх 0≥n  i для всiх 
Etzt R \0,> γ∈  виконується нерiвнiсть  

      },)(4
)(
)()({exp),(e|| *

)(
duuv

u
ucutFtza

z

z
n

n
nzt

n ϕ
μμ

μ

νμ

λ
−−≤ ∫

ℜ
          (5) 

де ||ln= nn a−μ , ),(=)( 1
)(2 uceuc zK

z
−   

              )},(=||:{max=),(=
)(

FtzeanFtz nzt
n μνν

λℜ
 

центральний iндекс ряду (1), а )(* uzϕ  – обернена функція до функції 

).,(ln=)(* Ftztz μΦ  
Метою цієї статті є доведення аналогу класичного співвідношення 

типу Бореля в класі абсолютно збіжних у всій комплексній площині 
рядів Діріхле вигляду (1), послідовність показників яких ),( nλ  взагалі 
кажучи, є довільною послідовністю комплексних чисел, для якої 
нескінченність є точкою скупчення, тобто C∈nλ  )( +∈Ζn  і 

.|=|lim +∞+∞→ nn λ  
2. Основні результати 
Для вимірної за Лебегом множини на площині (наприклад, для 

борелевої множини) Χ⊂E  та 0>α  позначимо  

                  .=,
||

=)(
1}||:{

iyxz
z

dxdyE
zzE

def
+∫

≥∩
αατ  

Зауважимо, що для круга }||:{= RzzR ≤Δ   
                               .ln2=)(2 RR πτ Δ  

Через D  позначимо клас абсолютно збіжних у всій комплексній 
площині C  (цілих) рядів Діріхле вигляду (1), послідовність показників 
яких .0}:{ C⊂≥nnλ  

Для D∈F  і C∈z  позначимо  

                     }.:|{|sup=),(
)(R

+∈ΖneaFz nze
n

def λ
μ  

Нехай для .D∈F  Скрізь нижче вважатимемо, що  
                                     ),(1=),( 1D∈zFzμ                                   (6) 
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де 1}.||:{=1 ≤∈ zz CD  Якщо ця умова не виконується, то для  

                              }:),({max= 1D∈zFzb
def

μ  
означимо  

                            ).2)((
2
1=)( 02 bazF
b

zF +−  

Зрозуміло, що тоді  
                                ),(1=),( 12 D∈zFzμ  

і зокрема,  
                         1.=)(0,=1}:||,{2max 2Fnab n μ≥  

Для функції D∈F  і фіксованого C∈z  визначимо функцію  

                     ).[0,)[0,:),(ln1=)( +∞→+∞Φ Ftz
t

tz μ  

Для функції D∈F  означимо такі множини  

},=)(lim:{=)( +∞Φ∈
+∞→

tzF z
t

def
Χγ }.:)({=)( 0L∈Φ∈+ z

def
FzF γγ  

З опуклості функції ),(ln Ftzμ  як функції від 0≥t  за умови (6) для 
кожного фіксованого )(Fz γ∈  отримаємо, що для 012 > ttt ≥   
              ≥−−Φ 0)))/((0,ln),(ln(=)( 222 tFFzttz μμ  

              0,)(=0)))/((0,ln),(ln( 111 ≥Φ−−≥ ttFFzt zμμ                  (7) 
тобто, функція )(tzΦ  неперервна, невід’ємна на )[0,+∞  і строго зростає 
на ),[ 0 +∞t  з деяким 1.0 ≥t  Зрозуміло, що  

                      1}=),(:{max:=)(= 00 Ftztztt μR∈                          (8) 
має цю властивість. Тому, ми можемо визначити при фіксованому 

)(Fz γ∈  функцію  
                                 ),,[)[0,:)( 0 +∞→+∞ tuzϕ  

обернену до функції ).[0,=)),([),[:)( 00 +∞+∞Φ→+∞Φ ttt zz  Зауважимо, 
що, 0)( ≡Φ tz  )(0 0tt ≤≤  і ,=(0) 0tzϕ  де )(= 00 ztt .  

Той факт, що )(Fγ  і )(F+γ  є дійсними конусами випливає з 
такого твердження. 

Твердження 2. Для кожної функції D∈F   
                           ),()(:0)>()( FrzrFz γγ ∈∀⇔∈  

а також  
                           ).()(:0)>()( FrzrFz ++ ∈∀⇔∈ γγ  

Доведення. Оскільки ),(=)( rtrt zrz ΦΦ  для 0,>r  то перше 
твердження очевидне. Доведемо, що )()(:0)>()( FrzrFz γγ ∈∀⇒∈  – 
буде достатнім для доведення другого співвідношення. Маємо  
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            =)()(=)(

00

rtd
rt

rtrdt
t

t z
x

x

rz
x

x

ΦΦ
∫∫  

                  ).())((=))((=)()(=
0

+∞→ΦΦ
Φ

∫ xxOrxOud
u

ur rzz
z

rx

rx
 

Означимо такі функції  

                      ,:}:)({sup=)( RCZ →∈ℜ +nzz n

def
λβ  

                      ).(||=),( )(

0=

CM ∈ℜ
+∞

∑ zeaFz nz
n

n

def λ  

Наступне твердження доведено в [7]. 
Твердження 3. Для кожної функції D∈F   

                             }.=)(:{=)( +∞∈ zzF βγ C  
Твердження 4. Нехай .Δ∈F  Для кожного конуса (кута або 

об’єднання кутів) K  з вершиною у точці 0=z  такого, що 
),({0}\ FK γ⊂  виконується  

       ),,(),(ln
||

1,),( KzzFz
z

Fz ∈∞→+∞→+∞→ μν  

де )}.,(=|:|{max=),(
)(

FzeanFz nzRe
n μν

λ
  

Доведення Твердження 4. Доведемо спочатку, що  

                 ).,(),(ln
||

1 KzzFz
z

∈∞→+∞→μ  

Міркуючи від супротивного, припустимо, що існує послідовність )( jz , 
Kz j ∈  1)( ≥j , така, що +∞→jz  )( +∞→j  та  

                  1).(<),(ln
||

1
≥+∞≤ jCFz

z j
j

μ                                 (9) 

Позначимо |=| jj zt , ||/=(0)
jjj zzz . Оскільки 1}|=|:{(0) zzKz j ∩∈ , то 

послідовність )( (0)
jz  має точку скупчення  

                                    1}.|=|:{1 zzKz ∩∈  

Тому існує підпослідовність )( (1)
jz , (0)(1) =

jkj zz  1)( ≥j  послідовності 

)( (0)
jz  така, що .=lim 1

(1) zz j
j +∞→

 Нехай .== (1)*
jkjkjj ztzz  

Далі, оскільки )(1 Fz γ∈ , то існує 1>0t  таке, що  

                 ).(2),(ln1=)( 011
ttCFtz

t
tz ≥≥Φ μ                              (10) 
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З (7) та (9) при 01 == ttt , |=| *
2 jzt  отримуємо  

.),(ln
||

1=)(),(ln1=)( *
*2(1)

(1)
0

0
0(1) CFz

z
tFzt

t
t j

jjzj
jz

≤Φ≤Φ μμ  

Переходячи тут до границі при +∞→j , разом з (10) отримуємо  

          .),(ln1
lim=)(2 (1)

0
0

01
CFzt

t
tC j

j
z ≤Φ≤

+∞→
μ  

Отримали суперечність.  
Якщо )(Fz γ∉  і 0,>)(zβ  то згідно [5], Зауваження 1  

).()((1))(1=),(ln(1))(1=),(ln +∞→++ ttzoFtzoFtz βμM  
Якщо ж ),(Fz +∈γ  то за твердженням 2 до ),( FzM  можна 

застосувати Теорему 2, за якою  
                      ),(ln(1))(1=),(ln FtzoFtz μ+M  

при +∞→t  зовні деякої множини zE  скінченної логарифмічної міри. 
Звідси, оскільки  

                                  ),,(|)(| FtztzF M≤  
випливає таке твердження. 

Твердження 5. Нехай ,D∈F  ||ln= nn a−μ  0),( ≥n  а 
послідовність )/ln( nn μ  майже монотонно спадна i виконується умова 
((3)) з nn aln=μ . Тоді для кожного )(Fz +∈γ  існує множина 

)[1,+∞⊂zE  скінченної логарифмічної міри, тобто, ,<)(mln +∞− zEeas  
така, що  

             ).,(),(ln(1))(1|)(|ln zEttFtzotzF ∉+∞→+≤ μ  
Зауважимо, що якщо знайдеться така стала ,< +∞A  що для кожного 

1|=|),( zFz γ∈   
                                 ,)(mln AEeas z ≤−  

то для множини  
                             }:{=

1)(
z

Fz
EttzE ∈

∂∩∈
U

Δγ
 

отримаємо  

                    ,)(=)(
)(:

2 θψτ
ψγψψ

⋅≤∫∫
∈

Ad
t
dtE

ie
EFie

 

де θ  – кутова міра множини 1}.|=|),(:{ zFzz γ∈  
Для функції Δ∈F  та Fz γ∈  визначимо  

          },:)(
)(

1{sup=)(=)( 00 ttdu
u

u
t

zKzK zt

z

def

F ≥
Φ

Φ ∫                   (11) 
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де ),(ln1=)( Ftz
t

tz μΦ , а 0t  визначено в (8). Зрозуміло, що  

                       }.<)(:)({=)( +∞∈+ zKFzF Fγγ                             (12) 
Для )(0,+∞∈R  позначимо  

                       }.)(:{=),(= RzKzRF F

def

R ≤+γγ                             (13) 
З Твердження 2 випливає, що для кожного 0>R  множина Rγ  

також є необмеженим дійсним конусом (кутом) з вершиною у початку 
координат. 

Доведемо тепер теорему про співвідношення типу Бореля для 
цілих рядів Діріхле з класу D . 

Теорема 3.  Нехай ,D∈F  ||ln= n

def

n a−μ . Якщо послідовність 
)/ln( nn μ  майже монотонно спадна i виконується умова (3), тоді існує 

вимірна множина ,<)(, 2 +∞⊂ EE τC  така, що для кожного 0>R  і 
конуса K  з вершиною у початку координат такого, що 

),({0}\ RFK +⊂ γ  співвідношення  
                            ),(ln(1))(1|)(|ln FzozF μ+≤  

виконується при ∞→z  ).\( EKz∈  
Доведення. Спочатку вважатимемо, що виконується умова (6), 

тобто, що 1=),( Fzμ  ).( 1D∈z  Тому Теорему 2 можна використати з 
функцiями  

                           ).(4=)(),(ln16=)( 11
2 tctctnttv −  

Підставляючи в (5) 0=n  для всiх +∞∉ <)(, 2 EEtz τ , маємо:  

              ≥≥ ∫ du
u

unuc
t

tFtz
z

)(4ln)(4
)(

1),(ln 1
*

0 ϕ
μ

νμ

 

                               ( ) 2,ln)(2ln2
)( 1

)(2
* νν

ν
μμ

μϕ
ncet zK

z

−≥                        (14) 

де )(* tzϕ  – функцiя, обернена до функцiї ),(ln=)(* Ftztz μΦ . 
З того, що послідовність )/ln( nn μ  майже монотонно спадна 

випливає, що  

                             
t

tnn )(ln2)(ln 11 ⋅≤ δ
τ
τ  

для всіх 0tt ≥  і t≥τ . Тому з нерівності (5) для всiх Etz∉  маємо  

≤
−

−≤ ∫∑∑ −
ℜ

})(4ln
)(
)(4{exp

),(
e||

12*
)(2

2>

)(

2>
duun

u
u

u
ucxe

Ftz
a n

z

n
zK

n

nzt
n

n

μ
ϕμ

μ

νμνμμ

λ

νμμ
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},)(4ln
)(

)(4{exp 2
1

*
*)(2

2>
du

u
untce n

n

n

n

z

zK

n

−
−≤ ∫∑ − μ

μ
μ

μϕ
μμ

μ

νμν

ν
ν

νμμ
 

де ),)/(2(4=)(4* δμμ νν cc
def

 ),(= Ftzνν . 

Оскільки 
e
1=0>:lnmax

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ x

x
x , то для всiх Etz∉  отримаємо  

 

,)(4ln
e
1

2
1

)(
)(exp

),(
e||

1
)(2

*

*

2>

)(

2> ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
≤≤ −

ℜ

∑∑ n
zK

zn

nzt
n

n

netc
Ftz

a μ
μϕ
μ

μ ν

ν

νμμ

λ

νμμ
 

де ),(= Ftzνν  – центральний iндекс. 
Зауважимо тепер, якщо припустити виконання умови (6), то для 

всiх 0>t  з нерiвностi  
                         ),(=),(ln0 νν λμμ ztFtz ℜ+−≤  

отримаємо, що  

                                      .
)( ν

ν
λ

μ
z

t
ℜ

≥  

Тому  

                                      ).(
2
1 *

νμϕzt ≥  

Отже, з (14) для всiх Etz∉  маємо  

                  ),(2ln)(2
2
2ln),(ln 1

)(2
νν μμμ necFtz zK−≥                   (15) 

        ,)(4ln
e
11

2
)(exp

),(
e||

1

*
)(2

2>

)(

2> ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−≤ −

ℜ

∑∑ n
zK

n

nzt
n

n

nce
Ftz

a μμ
μ

ν

νμμ

λ

νμμ

    (16) 

де ).,(= Ftzνν   
За твердженням 3, для кожного конуса (об’єднання кутів) K  з 

вершиною у точці 0  такого, що ),({0}\ FK γ⊂  виконується  

      ).,(),(ln
||

1,),( KzzFz
z

Fz ∈∞→+∞→+∞→ μν  

Тому, пригадуючи, що ),()(),({0}\ FFRFK γγγ ⊂⊂⊂ ++  
),(0,+∞∈R  звiдси, а також із співвідношень (15), (16) при 

)<)(,\( 2 +∞∈∞→ EEKzz τ отримаємо  

                    ),(2ln)(2
2
2ln),(ln 1

2
νν μμμ necFz R−≥  
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     .)(4ln
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)(exp

),(
e||
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⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞
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ℜ
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Отже, при )<)(,\( 2 +∞∈∞→ EEKzz τ   

       (1).1
)(2ln)(2

2
2ln

(1)))(2(ln
),(ln
|)(|ln

1
2

1 o
nec

on
Fz
zF

R
+≤

+
≤

−
νν

ν

μμ

μ
μ

 

У випадку, коли умова (6) виконується, Теорему 3 доведено. 
Залишилося розглянути випадок, коли умова (6) не виконується. 

Для функції  

                       ),2)((
2
1=)( 02 bazF
b

zF +−  

де },:),({max= 1Δ∈zFzb
def

μ  ця умова, а також інші умови Теореми 3 
вже виконуються. 

За доведеним, при )<)(,\( 2 +∞∈∞→ EEKzz τ   
                     ),,(ln(1))(1|)(|ln 22 FzozF μ+≤                                 (17) 

де ),,({0}\ 2 RFK +⊂ γ  ).(0,+∞∈R  Оскільки  
                   ,2)(2=)( 02 bazbFzF −+  

для всіх досить великих за модулем )(Fz γ∈   
                   ).,(2=),( 2FzbFz μμ  

Зрозуміло, що звідси і з (17) тепер випливає, що  
                   ),,(ln(1))(1|)(|ln FzozF μ+≤  

при ),<)(,\( 2 +∞∈∞→ EEKzz τ  де ),,({0}\ 2 RFK +⊂ γ  ).(0,+∞∈R   
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In this article a Borel's type relation ),,(ln(1))(1|)(|ln FzozF μ+≤    
where ∞→z  )\( EKz∈  between logarithms of maximum of the modulus of 
its sum and a maximal term of entire Dirichlet series with arbitrary sequence 
of complex exponents nλ  is obtained. 

Key words: whole Dirihle’s series, maximal term, maximum of the 
module, correlation to Borel type. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


