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У роботі встановлено метричні теореми про оцінки знизу малих 
знаменників, які виникли при досліджені існування періодичного за ча-
сом розв’язку задачі з інтегральними умовами у вигляді моментів за 
просторовою змінною для рівняння малих коливань струни. Для дове-
дення метричних оцінок знизу застосовано поняття фрактальної міри 
та розмірності Гаусдорфа. 
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1. Вступ. 
Нехай αH , R∈α  – простір тригонометричних рядів 
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2. Постановка задачі. 
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),(),( x2tuxtu π+= ,  R∈t , );0( Ax∈ ,                 (3) 
де ),( xtu  – відхилення струни від положення рівноваги на x  у момент 
часу t , 0)()( Txxq ρ= , де )(xρ  – лінійна густина струни, яка є непе-
рервною додатною функцією на ];0[ A , 0T – натяг струни, ),(1 tϕ  )(2 tϕ  – 
π2 -періодичні функції на R . 

Нехай )(1 xf k , )(2 xf k , Z∈k , – така фундаментальна система 
розв’язків рівняння  
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для всіх Z∈k , то задача (1)–(3) має єдиний π2 -періодичний розв’язок 
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Якщо виконується умова (7) і, крім того, існує така стала γ , що 
для всіх (крім, можливо, скінченної кількості) чисел Z∈k  справджу-
ються нерівності  

γΔ −+≥ |)|1(),(
21, klkrr , { }1;0, 21 ∈rr                       (8) 

то можна встановити оцінки зверху для норм функцій )(xuk , )(xvk , 

Z∈k  у просторі ],0[2 AC , з яких випливає збіжність формального ряду 

(7) у шкалі просторів )];,0([2
αHAC , R∈α , якщо 

11 αϕ H∈ , 
22 αϕ H∈  

для деяких показників R∈21,αα . Тому важливо дослідити питання 
про можливість виконання оцінок (6). Це і є метою даної роботи. 

Приклад. 
Зауважимо, що для задачі (1) – (3), у якій qxq =)(  
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визначник ),(0,1 lkΔ  обчислюється формулою ll −=),0(0,1Δ , 

kqkqllk )sin(),(0,1 =Δ , 0≠k . 
Оскільки |||)sin(||sin| ππ mkqlmkqlkql −≤−=  і за теоремою Хін-

чина для довільних γ  існує таке число ],0( A∈ξ , Q∉πξ , що нерів-
ність  

γπ −+<− |)|1(|| kmkql  
має нескінчену множину розв’язків у цілих числах k , m  ( 0≠k ) і при 
фіксованому k  може мати лише скінчену кількість розв’язків у цілих 
m , то нерівність 

1|)|1(1|)sin(| −−+< γk
q

kql  
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має безмежну кількість розв’язків у цілих числах k . Вибираючи точку 
l  так, що ql ξ2=  , отримаємо, що нерівність γΔ −+< |)|1(|)(| 0,1 kk  
виконується для нескінченої множини чисел Z∈k .  

3. Допоміжні твердження. 
Наведемо для зручності викладу деякі поняття, що стосуються ρ -

міри Гаусдорфа та розмірності Гаусдорфа множини R⊂M . 
Означення 1. δ - покриттям множини R⊂M  називається злі-

ченна сім'я інтервалів { }∞
=1jjS  така, що U

∞

=
⊂

1j
jSM  і δ<jS mes  для 

кожного 1≥j . 
Означення 2. ρ - мірою Гаусдорфа ( 10 ≤< ρ ) множини R⊂M  

називається границя (скінчена або нескінчена) 

( )∑
∞

=→
=

1j0
mesinflim)(mes ρ

δ
ρ jSM R  

де точна грань береться за всіма δ - покриттями { }∞
=1jjS  множини M . 

Означення 3. Дійсне число β  таке, що 
1) ρ∀ : 1≤< ρβ  0)(mes =Mρ , 
2) ρ∀ : βρ <<0  ∞=)(mes Mρ , 

називається розмірністю Гаусдорфа множини R⊂M . 
Будемо використовувати наступне твердження, доведення якого 

міститься в [1]. 
Лема 1. Множина R⊂M  має нульову ρ -міру Гаусдорфа тоді і 

тільки тоді, коли існує покриття { }∞
=1jjS  множини M  таке, що 

( ) ∞<∑
∞

=1j
mes ρ

jSR  

і таке, що кожна точка множини M  належить до нескінченної кіль-
кості проміжків jS .  

Розглянемо два звичайні диференціальні рівняння 
0)()(1 =+′′ xyxBy ,                                         (9) 
0)()(2 =+′′ xyxBy ,                                       (10) 

коефіцієнти )(),( 21 xBxB  яких є неперервними функціями на інтервалі 
),( ba . 
Лема 2. [3, с. 133-134] Нехай )()( 21 xBxB ≤  на інтервалі ),( ba , а 

10, xx  – два послідовні нулі нетривіального розв'язку )(xy  рівняння (9). 
Тоді довільний розв'язок рівняння (10) має хоча б один нуль на ],[ 10 xx . 
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4. Основний результат роботи.  
Через γM  позначимо множину тих чисел ],0( Al∈ , для яких нері-

вність (8) виконується для всіх векторів Z∈k .  
Теорема 1. Нехай Qxqq0 0 ≤≤< )( , ],0[ Ax∈ , )(xq ′′  – неперервна 

на ],0[ A . Тоді для довільного ],( 10∈ρ  множина γMA \],0(  має нульову 
ρ -міру Гаусдорфа, якщо  

ργ 41+> . 
Доведення.  
Не обмежуючи загальності міркувань, розглянемо випадок, коли 

021 == rr   
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k dxxflk
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lkd
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.              (11) 

Через )(kEγ  позначимо множину тих ],0( Al∈ , для яких нерів-
ність  

γΔ −+< |)|1(|),(| 0,0 klk                                  (12) 

виконується при фіксованому Z∈k , а через γE  – множину тих 
],0( Al∈ , для яких нерівність (12) виконується для нескінченої кількос-

ті Z∈k . 
Через )(

1
kEγ , 11 −< γγ  позначимо множину тих ],0( Al∈ , для 

яких нерівність  
1|)|1(|)(||),(| 20,0
γΔ −+<= klfdllkd k                   (14) 

виконується при фіксованому Z∈k . 
Для множини )(kEγ  виконується рівність  

U}|)|1(),(,|)|1(|),(|:],0[{)( 10,00,0
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Доведемо, що множину )(kEγ  можна покрити проміжками 
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Згідно з теоремою 1 із [4, c. 399] рівняння (4) має таку фундамен-
тальну систему розв’язків )(1 xg k , )(2 xg k , що  
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0≠k , 2,1=j ,        
де функції )(xjkε , )(~ xjkε  2,1=j  справджують нерівності 

jjk Cx +≤ 1)(ε , jjk Cx +≤ 1
~)(~ε ,                          (14) 

а сталі jC +1 , jC +1
~ , 2,1=j , не залежать від k , x . 

Встановимо оцінки для функції 1 ( )kf x , Z∈k , виразивши її при 
0≠k  через фундаментальну систему )(1 xg k , )(2 xg k , }0/{Z∈k , та ви-

користавши оцінки (14). 
Легко перевірити, що 

)0](,[
)()0()()0(

21

2112
1

kk

kkk
k ggW

xggxggf
′−′

=                        (15) 

де )()()()()](,[ 122121 xgxgxgxgxggW kkkkkk ′−′=  – вронскіан )(1 xg k , 
)(2 xg k . Із рівностей (12), (13) випливає, що  

))(1(2)](,[ 21 kxikxggW kkk υ+−= ,      

∑
=

−++=
2

1
,3 ))(~)()(~)(()(

j
kjjkjkjkk kxxxxx εεεευ .    

Оскільки з нерівностей (14) випливає, що 4)( Cxk <υ , ),0( Ax∈ , 
}0{\Z∈k , то з формул (15) отримуємо, що виконуються нерівності 

,|)|1(|)(|max 5
)(

1],0[
qq

kLl
kClf +≤

∈
 1,0=q , }0{\Z∈k          (16) 

Із оцінок (16) та формули Ліувілля для вронскіана одержуємо, що 
≤′−′+=+ −− |)()()()(||)|1(|)|1( 2121

11 xfxfxfxfkk kkkk  
{ }|)(||,)(|max 226 xfxfC kk ′≤ , }0{\Z∈k                  (17) 

Оскільки Qxq ≤< )(0 , ],0[ Ax∈ , а розв’язок рівняння  

0)(2 =+′′ xyQky , 

)sin()( kхQxy =  має на проміжку ],0[ A  || kQA
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

π
 нулів, то за ле- 

мою 2 функція )(xf k2  може мати на ],0[ A  не більше, ніж ||7 kC  нулів. 
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Через ),(
1

klEγ , Z∈k , позначимо об’єднання всіх відкритих ін-
тервалів, які містять точку ],0( Al∈  і цілком містяться в множині 

)(
1

kEγ . Очевидно, що ),(
1

klEγ  – відкритий інтервал, причому для до-

вільних )(,
121 kEll γ∈  або =),(),( 21 11

klEklE γγ I ∅, або 

),(),( 21 11
klEklE γγ = .  

Нехай жоден з кінців інтервалу ),(),(
1 kkklE βαγ = , де )(

1
kEl γ∈ , 

не співпадає з кінцями проміжку ],0[ A . З нерівності (11) випливає 
строга монотонність функцій )(2 xf k  і, отже, своїх екстремальних зна-
чень вона набуває на ньому в точках kk βα , . З максимальності інтерва-
лу ),(

1
klEγ  і того, що жоден з кінців kk βα ,  не співпадає ні з 0 , ні з A , 

випливає, що 0)()( 22 <kkkk ff βα . З теореми Больцано-Коші про про-
міжне значення та строгої монотонності kf2  на ),(

1
klEγ  дістаємо, що 

на інтервалі ),(),(
1 kkklE βαγ =  знаходиться рівно один нуль функції 

)(2 xf k . 
Отже, множину )(

1
kEγ , якщо вона не порожня, утворюють попа-

рно неперетинні інтервали ),()( 211 kks kI λλγ = , )(,,1 kNs K= , кожен з 
яких або містить рівно один нуль функції )(2 xf k , або має одним зі сво-
їх кінців точки 0 , A . Тому |)|2()( 8 kCkN +≤ . За теоремою Лагранжа 
знайдеться така точка k3λ , що  

)(mes|)(||)()(| 1322212 kIfff skkkkkk
γλλλ R′=− . 

З нерівностей (14) і того, що 1
32 |)|1(|)(| −+>′ kf kk λ , випливає нерівність  

111 |)|1(2)(mes +−+≤ γγ kkIsR .                             (13) 

Нехай UU
)(

1

)(

1
)(\],0[)( 11

kN

s
s

kM

s
s kIAkJ

==
= γγ , де 1)()( += kMkN . 

Для кожного )(,, kM1s K=  розглянемо таку множину  

}|)|1(|),(|:)({)( 0,0
, 11 γγγγ Δ −+<∈= klkkJlkJ ss     

Оскільки на )(,1 kJs
γγ  виконується 1|)|1(|),(| 0,0

γΔ −+> kdllkd , то 

функція ),(0,0 lkΔ  строго монотонна на )(,1 kJs
γγ . Тоді або 

0)(mes ,1 =kJs
γγ , або )(),()( 11 21

, kJllkJ skks
γγγ ⊂= . За теоремою Лагран-

жа знайдеться така ξ , що 
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 )(mes
),(

|),(),(| ,0,0
20,010,0 1 kJ

dl
lkd

lklk s
l

kk
γγ

ξ

Δ
ΔΔ R

=

=− .  

З того, що γΔ −+< |)|1(|),(| 0,0 klk  і 1|)|1(|),(| 0,0
γΔ −+> kdllkd , 

)(,1 kJl s
γγ∈ , випливає нерівність  

11 |)|1(2)(mes , γγγγ +−+≤ kkJsR .     
Таким чином, множина )(kEγ  міститься в об’єднанні 

U UU
)(

1

)(

1
)()( ,11

kM

s
s

kN

s
s kJkI

==

γγγ .     

Тоді для )(ργγ >  виконуються включення  

I U U UUI U
∞

= ≥ ==

∞

= ≥
⊂=

0 ||

)(

1

,
)(

10 ||
)()()( 11

N Nk

kM

s
s

kN

s
s

N Nk
kJkIkEE γγγ

γγ  

Тому кожна точка множини γE  належить до нескінченої кількості або 

проміжків )(1 kIs
γ , )(,,1 kNs K= , або проміжків )(,1 kJs

γγ , 
)(,, kM1s K= , Z∈k . З нерівностей (12) випливає, що при )(ργγ >  

∞<+≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∑∑ ∑∑

∈

−−

∈ == ZZ
RR

kk

kM

s
s

kN

s
s kCkJkI ερργγργ 1

9

)(

1

,
)(

1
|)|1())((mes))((mes 11

Тоді за лемою 1 ρ -міра Гаусдорфа множини γE  дорівнює нулеві, якщо 
)(ργγ > . 

З формули (11) для кожного Z∈k  випливає рівність 
}0)(:],0[{}0)(:],0[{ 20,0 =∈==∈ lfAldlkdAl kΔ . Оскільки для кожно-

го Z∈k  функція )(2 xf k  має скінчену кількість нулів на ],0[ A , то за 
теоремою Ролля для кожного Z∈k  множина }0)(:],0[{ 0,0 =∈ kAl Δ  – 

скінченна, а отже множина U
Z∈

=∈=
k

kAlS }0)(:],0[{ 0,0Δ  є не більш ніж 

зліченною. Оскільки USEMA γγ ⊂\],0( , то з монотонності міри Гаус-
дорфа відносно включення множин і того, що дві множини, які відріз-
няються на не більш ніж зліченний доданок, мають однакову міру Гау-
сдорфа, випливає, що 0)\],0(( =γ

ρ MLH , якщо )(ργγ > . 
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METRICAL ESTIMATIONS OF DETERMINANT  
OF THE INTEGRAL PROBLEM FOR EQUATION  
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Metrical theorems are inprocess set about estimations from below 
small denominators that arose up at investigational existence of periodic at 
times decision of task with integral conditions as moments after a spatial 
variable for equalization of small vibrating of string. For leading to of met-
rical estimations the concept of fractal measure and dimension of Hausdorff 
is from below applied. 

Key words: integral conditions, covering of the set, Hausdorff meas-
ure, Hausdorff dimension. 
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