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Серед властивостей цього процесу слід відмітити те, що його ймо-

вірність переходу має щільність ( , , )g t x y , яка є фундаментальним роз-
в'язком диференціального рівняння 
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Крім того, такий процес є розв'язком стохастичного диференціального 
рівняння 

1
2( ) ( ( )) ( ( )) ( ),d t a t dt B t dw tξ ξ ξ= +  (1) 

де ( )w t  – вінерівський процес (стандартний броунівський рух) в mR . Це 
дає змогу моделювати траєкторії такого процесу. 

Більш загальні умови на вектор переносу, що гарантують існування 
дифузійного процесу та виконання рівності (1) наведено в наступному 
твердженні [2]. 

Теорема 2. Якщо існують константи 0K > , 0 1α< < , 1 20 C C< ≤ , 
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то існує однорідний узагальнений дифузійний процес з вектором пере-
носу ( )a x  та матрицею дифузії ( )B x . 

Побудова такого процесу здійснюється шляхом розв’язання інтег-
рального рівняння збуреної дифузії 
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де 0 0( , , ) ( ( , , ), ( ))xW t x y g t x y e x= ∇ , 0 ( , , )g t x y  – щільність ймовірності пере-
ходу дифузійного процесу з нульовим вектором переносу та дифузій-

ною матрицею ( )B x , ( )( )
| ( ) |
a xe x
a x

=  при | ( ) | 0a x ≠  та ( ) 0e x =  в іншому ви-

падку.  
При виконанні умов теореми 2 рівняння (2) може бути розв’язане 

методом послідовних наближень, і при кожних 0 ( , )mC R Rϕ∈ , 0t >  ви-
значено значення оператора  
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де ( , , ) ( , , ) ( )
mR

V t x W t x y y dyϕ ϕ= ∫ . Оператор (3) визначає на ( )mB R  сім’ю 

імовірнісних мір ( 0t > , mx R∈ ) ( , , ) 1 ( )tP t x T xΓΓ = , які є ймовірностями 
переходу дифузійного процесу з вектором переносу ( )a x  та матрицею 
дифузії ( )B x . 
Моделювання розв’язків стохастичних диференціальних рівнянь 

Загалом стохастичним диференціальним рівнянням називається рі-
вняння виду 

( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),d t a t t dt b t t dw tξ ξ ξ= +                              (4) 

де : ma R R R+ × → , : ( )m
sb R R L R+ × →  ( ( )m

sL R  – множина симетричних 
додатньо визначених матриць розміру m m× ), ( )w t  – m - вимірний віне-
рівський процес. 
Для неперервних ( , )a t x , ( , ) b t x і таких, що ( )( , ) ( , ) 1  a t x b t x C x+ ≤ + іс-
нує єдиний розв'язок рівняння (4) з довільною початковою умовою 

0(0) .ξ ξ=                                               (5) 

Розв'язком задачі (4), (5) вважаємо випадковий процес ( )tξ , що задово-
льняє інтегральному рівнянню 

0
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( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ).
t t

t a s s ds b s s dw sξ ξ ξ ξ= + +∫ ∫
                     (6) 

Тут другий інтеграл є інтегралом Іто за вінерівським процесом. 
Розбивши відрізок [0; ]T  на частини точками 0 10 nt t t T= < <…< = , де 

0T >  деяке довільне число, одержимо різницевий аналог рівняння (6): 
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За умови, що 1max ( - ) 0 k k kt t+ →  значення інтегралів в останній рівності 
можна наближено замінити виразами: 
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Різниця 1( ) - ( )k kw t w t+  є нормально розподіленим випадковим вектором в 
mR  з нульовим математичним сподіванням та коваріаційною матрицею 

1( )k kt t I+ − . Таким чином, розрахунковою формулою для моделювання 
траєкторій розв'язку стохастичного рівняння (4) з початковою умовою 
(5) в дискретні моменти часу 0t , 1t ,…, nt  є: 
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Отже, досить змоделювати значення випадкового вектора 0( )tξ  відпові-
дно до розподілу 0ξ  та потрібну кількість незалежних значень m - вимі-
рного випадкового вектора kη  із стандартним нормальним розподілом. 
За формулою (7) можна знайти всі значення траєкторії ( )tξ  в моменти 
часу kt . 

Стохастична модель процесу розповсюдження диму в повітрі 
Основні припущення. Для побудови моделі домовимось про такі 

припущення:  
− повітряний простір є необмеженим зверху та з боків; 
− відома швидкість ( , )a t x  руху повітряних мас; 
− відома симетрична додатньо визначена матриця дифузії 

( , )B t x  у повітрі; 
− джерело диму знаходиться на висоті h  від підошви повітря-

ного простору і має площу S ; 
− швидкість надходження v  диму є відомою; 
− концентрація диму біля джерела відома і дорівнює 0C . 

Математична модель. Траєкторія руху частинки в деякому середо-
вищі під дією теплового руху молекул середовища та макроскопічного 
його руху може бути описана, як реалізація ( )x t  дифузійного процесу з 
вектором переносу ( , ) ( , ) (0;0; )ga t x a t x g tν= + − ⋅ , де g  – прискорення ві-
льного падіння та матрицею дифузії ( , )B t x . Такі реалізації можна одер-
жувати, як розв’язки стохастичного диференціального рівняння  

1
2( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),gdx t a t x t dt B t x t dw t= ⋅ + ⋅                     (8) 

з деякою початковою умовою 0(0)x x= , де ( )w t  – тривимірний стандарт-
ний вінерівський процес. Знайшовши ймовірність 0( , , )P t x Γ  попадання 
дифузійного процесу, який стартував у точці 0x , за час t  в область Γ , 
можемо знайти концентрацію диму в кожній точці x  повітряного прос-
тору в будь-який момент часу t  за формулою 
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1( , ) lim ( , , ) ,
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x E

C t x C v d P y dy
Vδ

τ τ
→

= ⋅ ⋅ Γ
Γ ∫ ∫                      (0.1) 

де xΓ  – окіл точки x , δ  – діаметр xΓ ,  ( )xV Γ  – об’єм xΓ , E  – множина 
надходження у повітряний простір диму. 

Форма димової хмари буде визначатися нерівністю ( , ) грC t x C≥ , де 
грC  – деякий граничний рівень концентрації диму.  
Доведемо формулу (9). Очевидно, що 0C v S⋅ ⋅  дорівнює кількості 

диму, що надходить за одиницю часу в повітряний простір. Природно 
вважати, що розподіл точок, з яких стартують частинки диму, є рівномі-
рним на множині E  площею S . Щільність розподілу таких точок має 
вигляд 
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За формулою повної ймовірності, ймовірність того, що частинка диму 
потрапить в множину Γ  в момент часу t , дорівнює 

3

1( ( ) ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , )E
ER

x t P t y f y y dy P t y dy
S

δ∈Γ = Γ ⋅ ⋅ = ⋅ Γ∫ ∫P . 

Оскільки за час τ  у повітряний простір потрапляє частинок диму в кі-
лькості, пропорційній 0C v S τ⋅ ⋅ ⋅ , то в момент часу t  у множині Γ  опи-
ниться частинок диму в кількості, пропорційній величині 

0 0( ( ) ) ( , , )
E

C v S x t C v P t y dyτ τ τ τ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ∈Γ = ⋅ ⋅ ⋅ − Γ∫P . 

Розбивши часовий інтервал від 0  до t  на n  частини тривалістю τΔ , 
одержимо, що в множині Γ  в момент часу t  опиниться пропорційна  

0
1

( , , )
n

k E

C v P t k y dyτ τ
=

⋅ ⋅ − ⋅ Δ Γ ⋅Δ∑∫  

кількість частинок диму. При n →∞  ця величина має границю, рівну 

0
0

( , , )
t

E

C v d P y dyτ τ⋅ ⋅ Γ∫ ∫ . 

 Розглянемо деякий окіл xΓ  точки x , діаметром δ  і об’ємом 
( )xV Γ . Тоді концентрація диму в точці x  в момент часу t  дорівнює 

0 0
0

1lim ( , , )
( )

t

x
x E

C v d P y dy
Vδ

τ τ
→

⋅ ⋅ Γ
Γ ∫ ∫ , 

що й стверджувалось в (9). 
Розв’язання математичної моделі. Основним при застосуванні 

формули (9) є обчислення ймовірності 0( , , )P t x Γ . На практиці можна об-
межитись оцінкою такої ймовірності, яку маємо можливість знайти, 
змоделювавши велику кількість траєкторій – розв’язків рівняння (8). 
Для цього розглянемо дискретні моменти часу kt k t= ⋅Δ , 0k N= …  і від-

повідне (8) різницеве рівняння ( )
1
2

1 1( , ) ( )k k g k k k k kx x a t x t B x w w+ +− = ⋅Δ + ⋅ −  з 
початковою умовою 0 .x ξ=  Тут ( )k kx x t= , ( )k kw w t= , (1) (2)( ; ; )hξ ξ ξ=  – 
рівномірно розподілена на E  випадкова точка. Для випадку стандартно-
го вінерівського процесу ( )w t  прирости 1k kw w+ −  є незалежними випад-
ковими векторами, що мають нормальний розподіл з нульовим векто-
ром математичних сподівань та коваріаційною матрицею tIΔ ( I  – оди-
нична матриця). Моделювання значень таких випадкових векторів є до-
статньо простою процедурою. Траєкторія обривається в перший момент 
часу kt , якщо (3) 0kx =  або (3)

1 0kx + < , а (3) 0kx > . 
Оцінкою ймовірності ( , , )kP t ξ Γ  потрапляння в момент часу kt  траєк-

торії дифузійного процесу, що стартував з точки ξ ,  в область Γ , є kQ  
відношення кількості траєкторій, для яких kx ∈Γ , до загальної кількості 
змодельованих траєкторій. Замінивши інтеграли в (9) відповідними су-
мами та взявши достатньо малі околи (об’єму V ) точок, в яких нас ціка-
вить значення концентрації диму, одержимо розрахункову формулу для 
обчислення ( , )kC t x  



Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2008. – № 1(1) 36 

0

1
( , )
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k i
i

C vC t x Q t
V =

⋅
≈ ⋅ Δ∑  (10) 

На рисунку зображено зміну у часі форми димової хмари, змодельовану 
за допомогою розробленої процедури. 
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