
МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2019. – № 1(53) 

21 

 
 

    Диференціальні рівняння  
і математична фізика 
 
 
УДК 517.95+511.2 
DOI: 10.31471/2304-7399-2019-1(53)-21-28 

 
ЗАДАЧА СПРЯЖЕННЯ З БАГАТОТОЧКОВИМИ УМОВАМИ  

ДЛЯ МІШАНОГО РІВНЯННЯ ВИСОКОГО ПОРЯДКУ  
В ЦИЛІНДРИЧНІЙ ОБЛАСТІ 

 
О. М. Медвідь1, І. Я. Савка1, І. Р. Тимків2  

1Інститут прикладних проблем механіки і математики  
ім. Я. С. Підстригача НАН України; 79060, м. Львів, вул. Наукова 3-б; 

2Івано-Франківський національний технічний університет нафти і  
газу; 76018, м. Івано-Франківськ, вул. Карпатська, 15; 

е-mail: tymkiv_if@ukr.net 
 

У шкалі просторів Соболєва отримано коректну розв’язність за-
дачі спряження з локальними багатоточковими умовами за виділеною 
змінною та умовами періодичності за іншою координатою для міша-
них рівнянь гіперболічного типу високих порядків. Доведено метричні 
теореми про оцінки знизу малих знаменників, які виникли при побудові 
розв'язку задачі. Доведено, що такі умови виконуються для майже всіх 
(стосовно міри Лебега) векторів складених з вузлів інтерполяції бага-
тоточкових умов. 

Ключові слова: мішане рівняння, гіперболічне рівняння, умови 
спряження, багатоточкові умови, малий знаменник, міра Лебега. 

 
1. Процеси, що проходять в двошарових середовищах із різко ві-

дмінними фізичними властивостями, приводять до розгляду задач 
спряження, коли на одній частині області задано одне рівняння, а на 
іншій друге рівняння [1, 4, 9, 1]. Особлива увага при цьому приділяєть-
ся умовам узгодження (спряження, сполучення, переносу) на межах ро-
зділу підобластей тіла або середовища. Початок досліджень крайових 
задач для рiвнянь мiшаного типу було покладено Ф. Трiкомi (1928) та 
С. Геллерстедтом (1935). Питання щодо розв’язностi крайових задач 
для диференціальних рiвнянь змiшаного типу активно розглядались у 
роботах різних авторів (див. літературу). Зокрема, для випадку багатьох 
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змiнних задачi спряження з нелокальними умовами для параболо-
гiперболiчного рiвняння другого порядку вивчались у роботах [7, 2]. 

У даній роботі у циліндричній області розглядається задача спря-
ження для двох рівнянь гіперболічного типу високих порядків n і m ві-
дповідно, однорідних за порядком диференціювання, з локальними ба-
гатоточковими умовами. 

Надалі використаємо такі позначення: Ω  – коло радіуса 
1, ( ){( , ) : , , }D t x t T T x= ∈ − ∈Ω , де 0T > ; { 0},D D t− = ∩ < { 0}D D t+ = ∩ > ; 

qH , ,Rq∈  – простір, одержаний поповненням простору скінченних 
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розглянемо задачу з умовами спряження при 0=t  та локальними бага-
тоточковими умовами 
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де , , , .s sa b R n m N∈ ∈  Вважатимемо, що рівняння (1) гіперболічне. 
Означення. Розв’язком задачі (1) – (3) називаємо таку функцію 
( , )u u t x= , що 

([ ,0]; ),n
qu C T H∈ − ([0, ]; ),m
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3. Розв’язок задачі (1) – (3)шукаємо у вигляді ряду Фур’є 
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Кожна з функцій ( )ku t , k Z∈  є розв’язком рівняння 
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Справджує умови спряження 
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і багатоточкові умови 
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Із гіперболічності рівняння (1) випливає, що корені рівнянь 
1( ,1) 0L λ =  і 2 ( ,1) 0L µ =  є простими. Позначимо їх через 1,..., nλ λ і 
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де ( )sС k визначаються і системи рівнянь 

1 1

1 1

,
1

,
1

( )( ) ( )( ) , {1, , },

( ) , {1, , },

( ) , { 1, , }.

s j

s j

n m
q q

s s n s s
s s

n
ik t

s k j
s

m
ik t

n s k j
s

С k ik С k ik q

С k e j r

С k e j r

λ

µ

λ µ θ

ϕ

ϕ

− −
+

= =

=

+
=

 = ∈



= ∈



= ∈ +


∑ ∑

∑

∑





 

 \{0}k Z∈ .  (9) 

Визначник системи (9) зображується формулою 
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коефіцієнти яких визначаються із системи, яку отримуємо з умов (5), 
(6). Визначник цієї системи позначимо через (0)∆ . 

Якщо виконується умова 
k Z∀ ∈   ( ) 0k∆ ≠ ,                             (10) 

то застосовуючи правило Крамера для знаходження розв’язків системи 
(9) та підставляючи отримані вирази у формули (8), встановлюємо, що 
задача (5) – (7) має єдиний розв’язок, який зображується рівністю 
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де , ( )q j k∆ , { 1, },q n mθ∈ + + {1, , }j n m∈ … +  – алгебричне доповнення 
елемента, що стоїть на перетині q -го рядка та j -го стовпця у визначни-
ку ( )k∆ . Таким чином враховуючи (4), (11) отримуємо формальне зо-
браження розв’язку задачі (1) – (3) 
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Збіжність ряду (12), взагалі кажучи, пов’язана з проблемою малих 
знаменників, оскільки величини ( )k∆ , { }\ 0k Z∈ , будучи відмінними 
від нуля, можуть набувати як завгодно малих значень для нескінченної 
кількості цілих k  і спричиняти розбіжність (12). 

Теорема 1. Нехай виконується умова (10) та існує стала Rω∈  
така, що для всіх (крім скінченної кількості) цілих k  виконується нері-
вність 

1( ) (1 )k C k ω−∆ > + .                                     (13) 
Якщо 1j qH θ ωϕ + + −∈ , {1, , }j∈ …  , то існує єдиний розв’язок задачі (1) – 
(3). Цей розв’язок неперервно залежить від функцій , {1, , }j jϕ ∈ …  . 

Доведення. Із формул (11) на підставі нерівностей (13) 
отримуємо, що 

( ) 1
2 ,

1
( ) (1 ) , {0,1, ,max{ , }},

k

j j
k s

s
u t C k j n mω θϕ + + −

=

≤ + ∈∑


 \{0}.k Z∈  (14) 

Із нерівностей (14) випливає, що для ряду (12) виконуються оцінки 
2 2( 1)

3 ,
1
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q k s
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

3 1
1

;s q
s

С H ω θϕ + + −
=

= ∑


, 

2 2( 1)
4 ,

1
([0, ]; ) (1 )m

q k s
s k

u C T H С k ω θϕ
+∞

+ −

= =−∞

∈ ≤ +∑ ∑


4 1
1

;s q
s

С H ω θϕ + + −
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де 3 4,С С – додатні сталі, які від k  не залежать. Із отриманих оцінок 
(15) випливає твердження теореми. 

4. Позначимо:  
1 1( , ) ( ) ( ),q n q rP k ik ikλ λ λ λ λ + − −= − − {1, , },q r∈   

1 1( , ) ( ) ( ),q m qP k ik ikµ µ µ µ µ + − −= − −  { 1, , },q r∈ +    
1 1( ) ( ),q n q r n q r n q rλ λ λ λ+ − + − + − −Λ = − − {1, , },q r∈   

1 1( ) ( ),q m q m q m qM µ µ µ µ+ − + − + − −= − −   { 1, , }.q r∈ +    
За допомогою метричного підходу встановлено твердження про 

можливість виконання нерівності (13). 
Теорема 2. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в R ) векторів 

[ ,0] [0, ]r rt T T −∈ − ×   нерівність (13) виконується для всіх (крім скінченної 
кількості) чисел \{0}k Z∈  при > (2 1) / 2 ( )(2 1) / 2r n r r m rω θ− − + − − + − −  . 

Доведення. З огляду на лему Бореля-Кантеллі для доведення 
теореми досить встановити, що збіжним є ряд  

 ( ),
R

k Z
mes W k

∈
∑                                             (16) 

де )(kW  множина тих векторів [ ,0] [0, ]r rt T T −∈ − × 
, для яких 

нерівність, протилежна до нерівності (13), виконується при фіксова-
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ному \{0}k Z∈ . Щоб встановити збіжність ряду (16), доведемо, що для 
всіх \{0}k Z∈  виконується оцінка  

 1
5( ) (1 | |) , > 0.

R
mes W k C k ε ε− −≤ +                       (17) 

Для цього запровадимо позначення: 1( , , , )q qk t tδ  − визначник, 
який отримується з визначника ( , )k t∆


 викреслюванням останніх q−  

рядків та останніх r−  стовбців, а також r q−  стовбців, номери яких 
скдадають множину { 1, , },n r q n− + +  {1, , }q r∈  ; 1( , , , ),q qk t tδ   − 
визначник, який отримується з визначника ( , )k t∆


 викреслюванням 

останніх q−  рядків та останніх q−  стовбців { 1, , }q r∈ +   , 
зрозуміло, що 1( , , , ) = ( , )k t t k tδ ∆ 


 . Для кожного \{0}k Z∈  

розглянемо множини:  
1 1 1 1 1( ) ={ [0, ] :| ( , , , ) |< ( ),| ( , , , ) | ( )},n

q q q q q q qW k t T k t t k k t t kδ ν δ ν− − −∈ ≥


   
де числа )(kqν , {1, , }q∈   , визначаються таким чином: 

(2 1)/2( ) = (1 | |) , {1, , },qq n q
q k k q rεν − − − −+ ∈   
(2 1)/2 ( )(2 1)/2( ) = (1 | |) , { 1, , },qr n r q r m q r

q k k q rεν − − − − − − + − −+ ∈ +   10 < < < ε ε . 

Легко перевірити, що 
=1

( ) ( )qq
W k W k⊂



 . Тому  
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n
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q
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                            (18) 

Оцінимо зверху міри Лебега множин ),( qq kW τ , {1, , }q∈   , де 

1 1 1= ( , , , , , )q q qt t t tτ − + 


  , 1 1 1= )q q qd dt dt dt dtτ − + 


  , =),( qq kW τ  

= { [0, ] : ( )}q qt T t W k∈ ∈


, {1, , }.q∈    
Для цього розкладемо визначник 1( , , , )q qk t tδ   за елементами 
останнього рядка і до отриманої рівності застосуємо диференціальний 
вираз ( )ktP qq ,/ ∂∂ . В результаті одержимо  

( ) 1
1 1 1 1/ , ( , , , ) = ( ) exp( ) ( , , , )n q r

q q q q q q q q qP t k k t t ik i kt k t t Mδ µ δ+ − −
− −∂ ∂   , 

{2, , },q r∈   
( ) 1

1 1 1 1/ , ( , , , ) = ( ) exp( ) ( , , , )m q
q q q q q q q q qP t k k t t ik i kt k t tδ λ δ+ − −

− −∂ ∂ Λ  , 
{ 1, , },q r∈ +                                             (19) 

Зазначимо, що функція 1( , , , )q qk t tδ  , {1, , }q∈   , як функція 
змінної tq (при фіксованих 11 ,, −qtt  ), є квазімногочленом, модулі пока-
зників експонент якого не перевищують T | k | . Якщо ( ),qt W k∈



 
{1, , }q∈   , то з формул (19) та означення множин )(kWq  випливає, що  

( ) 1
1 1[0, ] / , ( , , , ) | | (1 | |) ( ), {1, , },n q r

q q q q q q qt T P t k k t t k k q rδ ν+ − −
−∀ ∈ ∂ ∂ ≥ Λ + ∈  (20) 
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( ) 1
1 1[0, ] / , ( , , , ) | | (1 | |) ( ), { 1, , }.m q

q q q q q q qt T P t k k t t M k k q rδ ν+ − −
−∀ ∈ ∂ ∂ ≥ + ∈ +    

Крім того, для кожного q , {1, , }q r∈  , степінь многочлена 
( , )qP kλ  за змінною λ  дорівнює 1n q r+ − − , а для кожного q , 
{ 1, , }q r∈ +   , степінь многочлена ( , )qP kµ  за змінною µ  дорівнює 

1m q+ − − . Оскільки модуль коефіцієнта при 1, {0,1, , 1}q j j qλ − − ∈ − , 
в многочлені ( , )qP kλ , не перевищує 6 (1 | |) jC k+ , а модуль коефіцієнта 
при 1, {0,1, , 1}q j j qµ − − ∈ − , в многочлені ( , )qP kµ , не перевищує 

7 (1 | |) jC k+ , то з оцінок (20) на підставі твердження леми 3 із [5] 
встановлюємо  

0

1
1

1
14 151

1

( )
( , ) (1 | |) (1 | |) ,

| | ( )

n q r
q

R q q n q r
q

k
mes W k C k C k

k k
εν

τ
ν

+ − −
− −

+ − −
−

 
≤ + ≤ +  

 



{1, , }, \{0},q r k Z∈ ∈  

0

1
1

1
16 171

1

( )
( , ) (1 | |) (1 | |) ,

| | ( )

m q
q

R q q m q
q

k
mes W k C k C k

k k
εν

τ
ν

+ − −
− −

+ − −
−

 
≤ + ≤ +  

 







 
{ 1, , },q r∈ +                                           (21) 

де 0 11
min{( ) / ( 1)}q qq

n q rε ε ε −≤ ≤
= − + − −


. 

Інтегруючи оцінки (21) за змінними 1 1 1, , , , ,q qt t t t− +    та врахо-
вуючи нерівності (18) отримуємо  

1 0
18( ) (1 | |) , \{0}.

R
mes W k C k k Zε− −≤ + ∈                  (22) 

Із оцінок (22) випливає збіжність ряду (17). Теорему доведено. 
Із тверджень теореми 1 та теореми 2, випливає коректна 

розв’язність задачі (1) – (3) для майже всіх(стосовно міри Лебега ) 
векторів складених із вузлів інтерполяції. 
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The conditions of correct solvability in the Sobolev spaces of the con-

jugation problem with local multipoint conditions and periodic conditions 
for higher order mixed hyperbolic type equations is obtained. It has been 
proved that these conditions fulfill for almost all (with respect to the Lebes-
gue measure) vectors made up of the nodes of multipoint conditions. 

Key words: mixed equation, hyperbolic equation, conjugation condi-
tions, multipoint conditions, small denominator, Lebesgue measure. 
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